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Ten eenn emn 


Georg Frobenius Tr. 


Unsere Wissenschaft hat einen schweren Verlust erlitten. Am 3. Au- 
gust dieses Jahres starb Georg Frobenius, einer der hervorragendsten 
Mathematiker unserer Zeit, ein Gelehrter von seltener Vielseitigkeit und 
schöpferischer Kraft. 

Ich darf hier nicht auf eine Darlegung seines wissenschaftlichen 
Entwicklungsganges eingehen, so wertvoll die Behandlung dieser Frage 
auch wäre, sondern ich will nur in dankbarer Erinnerung an den Da- 
hingegangenen hervorheben, wie viel er dem Crelleschen Journal in den 
47 Jahren seiner wissenschaftlichen Arbeit gegeben hat. Neununddreißig 
große Abhandlungen, den größten Teil seiner Arbeiten, hat er hier ver- 
öffentlicht; sie würden allein etwa vier Bände unserer Zeitschrift füllen. 

Aus der reichen Fülle dieser Arbeiten, durch die Frobenius der 
Arithmetik und Algebra, der Gruppen- und Determinantentheorie, der Geo- 
metrie, der Funktionentheorie und der Lehre von den elliptischen und 
Abelschen Funktionen vielfach neue Methoden gegeben und neue Ziele ge- 
setzt hat, einzelnes hervorzuheben, ist hier fast unmöglich. Immer wird 
z. B. seine Abhandlung »Über lineare Substitutionen und bilineare For- 
men«, seine »Theorie der linearen Formen mit ganzzahligen Koeffizi- 
enten«, durch seine wundervolle Lösung des Weierstraßschen Formen- 
problemes und die Einführung des Ranges der Systeme oder seine ele- 
ganten Untersuchungen über das Pfafsche Problem sowie diejenigen über 
die Transformation der Thetafunktionen zu den Zierden unserer Zeitschrift 
gehören. 

Auch in seiner Berliner Zeit, in der er seine Hauptarbeiten in den 
Sitzungsberichten der Akademie veröffentlichte, stand er der Leitung 
des Journals als Mitwirkender nahe, und mit dem ihm eigenen 
Pflichtgefühl und seiner hervorragenden Begabung zur kritischen Be- 
urteilung und Würdigung fremden Schaffens hat er sich die wesentlichsten 
Verdienste um unsere Zeitschrift erworben. 

Wir werden dem Dahingegangenen immer ein dankbares Andenken 
bewahren. 


Marburg, den ı2. Dezember ı917. 


Kurt Hensel. 
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Einleitung. 






Die vorliegende Arbeit enthält eine Fortbildung derjenigen Ent- 


wicklungen, die ich in meiner Abhandlung*) „über algebraische Modulsysteme 





*) Bd. 140 dieses Journals. — Vgl. auch E. Noether, über ganze rationale 
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und lineare homogene partielle Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten‘ gegeben habe. 

Ich will den Gegenstand von Grund auf neu darstellen, also bei 
der Beweisführung nirgends von der früheren Abhandlung Gebrauch machen. 
In der Einleitung aber möchte ich an die frühere Abhandlung anknüpfen*). 

I. Ein Integritätsbereich von Formen f(x) der Variablen z,,...2, 
wurde dort als Formenstaat bezeichnet, wenn neben f,(z) und f,(*) 
stets auch 


ACATAE 


dem Bereiche angehört; dabei bedeutet der Querstrich den Übergang zu 
den konjugiertkomplexen Koeffizienten. Der Begriff des Formenstaates 
spielt nun folgende Rolle in der Theorie der Modulsysteme **). 

Betrachten wir zuerst zwei nicht identisch verschwindende Formen 
M(xz) und f(x) der Variablen x,,...2,, von welchen die erste M(x) 
durch die zweite f(x) teilbar ist, also 

M (=) = f(a) 6), 

worin @(z) wieder eine Form bedeutet. Dann liegt @(z) in dem kleinsten 
die Formen M(x) und f(x) umfassenden Formenstaate. 

Betrachten wir jetzt allgemeiner Formen M (x), fı(z), ... f(x), 
zwischen denen die Kongruenz 

M(z) = 0 modd. f, (x), ... f(x) 
besteht, so sind ın der durch diese Kongruenz angedeuteten Gleichung 
M (x) = fı(2) @,(@)+ + + fı(@) @.(2) 

die Formen @,(z),...@,(x) noch mit einer gewissen Willkür behaitet. 
Man kann sie nun so wählen, daß sie dem kleinsten die Formen 
M (x), fı(), ... f(x) umfassenden Formenstaate angehören. 

Diese Fassung des Satzes genügt für eine gewisse Anwendung; 
man kann nämlich aus ihr nach Hüberischen Prinzipien den Schluß 
ziehen, daß jeder Formenstaat ein endlicher Integritätsbereich ist. 





Darstellung der Invarianten eines Systems von beliebig vielen Grundformen, Mathem. 
Annalen Bd. 77. 
*) Für die Erklärung der Bezeichnungen sei auf die frühere Abhandlung 
oder auf die $$ 1 und 4 der gegenwärtigen verwiesen. 
'**), a.a. 0. $6 Satz 1. (und $ 8). 
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An sich betrachtet ist aber die angegebene Fassung des Satzes un- 
befriedigend. Man wird eine eindeutige Normierung der G,(z),.... @,() 
wünschen, bei welcher sie Glieder jenes Formenstaates werden. Diesem 
Wunsche entspreche ich nun in der gegenwärtigen Arbeit durch den 
folgenden Satz: 

Ist M(x) = 0 modd. f, (x), .... f,(2), so kann man 


M(x) = fı(2) N,(2) + + fı(z) Nı(%) 


setzen, worin die Formen N,(x),... N,(x) der Forderung genügen, daß sie 
sich aus einer und derselben Form F(x) gemäß den Formeln 


N,(z) = fı (Z)F@), ... N,(2) = 764 F(x) 


ableiten lassen. Durch diese Forderung sind die Formen N,(x),... N,(x) 
völlig bestimmt. Sie gehören dem kleinsten die Formen M (x), fı(z),... f(x) 
umfassenden Formenstaate an. 

Die hierdurch hergestellte Beziehung zwischen den Formen M(x) 
und (x) wollen wir durch 


M(x) =RF(x) 


andeuten, indem wir mit R den Operator 


ESAOTAEAEZEEZRUTAER 


bezeichnen. Im Gegensatze zu N,(z),...N,(z) ist die Form F(z) nicht 
völlig bestimmt. Man kann aber F(x) so wählen, daß sie ebenfalls der 
Kongruenz F(z) = 0 modd. f,(z),... f(x) genügt; dann ist F(x) völlig 
bestimmt und gehört ebenfalls jenem Formenstaate an. 

Man kann nun noch einen Schritt weiter gehen und die bloße 
Behauptung von der Existenz einer solchen Darstellung ersetzen durch 
eine explizite Formel. Dazu dient der folgende Satz: 

Für jede der Kongruenz M(x) = 0 modd. f(x), ... f(%) genügende 
Form M(x) besteht eine Gleichung 


(1.) M(z) =(aR+---+a,R)M (x), 
worin G,,...a, Konstanten bedeuten. 


Setzt man hierin (a,R’ + .»-.+ a,R"!) M(x)= F(z), so wird in der 


Tat M(z)=RF(x); dabei ist F(z2)=0 modd.f,(z), ... f(z), und F(z) 
1? 
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gehört jenem Formenstaate an, wie aus der Natur des ÖOperators R un- 
mittelbar erhellt. 

Was die Zahl r und die Werte der r Konstanten a,,...a, in der 
Darstellung (1.) betrifft, so leuchtet ein*), daß man sie so wählen kann, daß 
sie außer von den gegebenen Formen f,(x),... (2) nur noch von dem Grade 
der Form M(x) abhängen, dagegen von den Koeffizienten der Form M(x) 
unabhängig sind. 

II. Als gemeinsames Prinzip gewisser klassischer Entwicklungen, 
wie der Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen, der Olebsch - Gordanschen 
Reihenentwicklung, der Clebschschen Normalform der Gleichung eines 
Linienkomplexes, sowie gewisser Verallgemeinerungen der genannten, in 
welchen statt einfacher Moduln bereits Modulsysteme auftreten, hatte ich 
den folgenden Satz formuliert**); 

Sind die Formen f,(x),... f;(x) gegeben, so kann man jede Form F(x) 
spalten ın 

F(x)= M(x)+ P(x), 
wobei M(z) und (x) den Forderungen genügen 
M(x)=0 modd. f,(x), ... f.(r), 


0= ACAL: (2)....0= fı ()Bi). 


M(xz) und $(x) sind durch diese Forderungen völlig bestimmt. Sve gehören 
dem kleinsten die Formen F(x), f(x), ... fx(z) umfassenden Formenstaate an. 

Der Operator R gestattet nun auch diese Spaltung durch eine 
exmlizite Formel zu vollziehen. Aus der Gleichung F(x) = M(x) + &(z) 
folgt nämlich unter Berücksichtigung der Gleichung (1.) und der unmittel- 
bar einleuchtenden Gleichung RP(z) = 0 sofort: 


*) Die Anwendung des Operators R’— a, R—---—a,R’ bringt die Form M (x) 
zum Verschwinden. Hat man nun für mehrere Formen M(x) je einen solchen 
Operator konstruiert, so bringt das Produkt dieser Operatoren jede dieser Formen 
zum Verschwinden. Da es nun von vorgeschriebenem Grade nur endlich viele linear- 
unabhängige der Kongruenz genügende Formen M(x) gibt, so besteht die Möglichkeit, 
für sie einen gemeinsamen Operator zu konstruieren. — Übrigens werden sich beim 
Beweise des obigen Satzes r; aı,...a, von vornherein als unabhängig von den 
Koeffizienten der Form M(z) ergeben. 

**) a. a. 0. $2 und $6 Satz 2. (und $ 8). 
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M(x) = (a,R+..-+a,R)F(x). 
Die Formel setzt in Evidenz, daß M(z), und daher auch ®(x), jenem 
Formenstaate angehören. 

Auch diese explizite Formel kann als Verallgemeinerung klassischer 
Beispiele betrachtet werden. 

III. Die Clebsch-Gordansche Reihenentwicklung kann man in 
zweifacher Weise auffassen, je nachdem man die Rolle des Q@- Prozesses 
oder die Rolle der Polarenprozesse betont. Der ersteren Auffassung ent- 
spricht die Formulierung des obigen Spaltungssatzes. Dagegen ist der 
zweiten Auffassung ın den Entwicklungen meiner früheren Arbeit keine 
Rechnung getragen. Ähnliches gilt für die übrigen angeführten Beispiele. 

Die neue Auffassung der Theorie berücksichtigt nun auch polaren- 
artige Prozesse und umspannt damit den gesamten in den klassischen 
Beispielen angeregten Stoif*). 


Kapitel I. Abbildung von Funktionenscharen 
durch reziproke Paare endlicher linearer Operationen. 


S 1. Terminologie. 

Die allgemeine Theorie der linearen Operationen ın endlichen Scharen 
wird meist in der Weise dargestellt, daß ein bestimmtes Koordinaten- 
system zugrunde gelegt wird und die linearen Substitutionen dieser 
Koordinaten und die Matrices dieser Substitutionen betrachtet werden. 
Es ist nun zwar ohne weiteres klar, wie man die Darstellung einzurichten 
hat, wenn man diese die Übersicht störende Auszeichnung eines bestimmten 
Koordinatensystems vermeiden will. Da aber eine solche Darstellung 
nicht allgemein. üblich ist, so müssen die nötigen Benennungen ausdrück- 
lich verabredet werden. Zugleich kann der Fall nichtendlicher Scharen 
berücksichtigt werden. 

I. Unter Konstanten verstehen wir komplexe Zahlen, unter Funk- 
tionen ganze rationale Funktionen der unabhängigen Variablen z,,...z, 
mit konstanten Koeffizienten. Bedeuten (F) und (G@) zwei Funktionen- 





*) Vgl. Mertens, über ganze Funktionen von m Systemen von je n Unbe- 
stimmten, Monatsh. f. Math. u. Phys. Bd. 4. 
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mengen, so soll die Beziehung (F) <(G@) ausdrücken, daß jede zu (F) 
gehörige Funktion auch zu (@) gehört. 

Eine Funktionenmenge heißt eine Schar, wenn die Summe 
zweier Funktionen der Menge und das Produkt einer Funktion der Menge 
mit einer beliebigen Konstanten stets wieder der Menge angehört. 
| Zwei Scharen (M) und (2) heißen komplementär in der Schar 
(F), wenn (M)<(F) und ($)<{(F) ist und wenn sich jede Funktion 
F(x) aus (F) auf eine und nur eine Weise in die Summe 

F(2)= M(2) + &(z) 
einer Funktion M(x) aus (M) und einer Funktion P(z) aus ($) spalten 
läßt *). 

Zerlest man hierin die Bestimmung ‚eine und nur eine‘ in „min- 
destens eine“ und ‚höchstens eine“, so besagt die letztere, daß die Scharen 
(M) und ($) nur die Funktion 0 gemein haben. 

II. Es sei eine Schar (F) von Funktionen F(z) gegeben. Unter 
einer linearen Operation für (F) versteht man eine Vorschrift A, vermöge 
welcher jeder Funktion F(z) aus (F) eine bestimmte Funktion AF (x) 
zugeordnet wird. und zwar so, daß die Regeln 

A[Fı(2) + Fx(@)] = AFılR) + AFz(R), AleF(z)]=cAF(x) 
gelten. Dabei bedeuten F,(x), Fz(z), F(x) beliebige Funktionen aus (F) 
und c eine beliebige Konstante. Die Funktionen AF(x) brauchen durch- 


aus nicht zu (F) zu gehören. 
Wir bezeichnen nun mit A(F) die Gesamtheit derjenigen Funktionen 


N(x), für welche die Gleichung 
(2.) N (z2)=AF(x) 
mindestens eine Lösung F(x) aus (F) besitzt, und mit (F), die Gesamt- 
heit derjenigen Funktionen P(x) aus (F), welche der Gleichung 
(3.) 0=A#&(z) 
genügen. A(F) und (F), sind Scharen; (F),< (F). 
Ist A eine lineare Operation für die Schar (F), so sagen wir von 





*) Sind zwei Scharen (F), (&) gegeben und ist ($) < (F), so gibt es mindestens 
eine Schar (M), welche zu (&) in (F) komplementär ist. Dieser Satz ist jedoch für 
das Folgende nicht nötig. 
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einer Schar (F*)<<(F), daß sie einen Grundbereich für A bildet, wenn 
sie die folgende Eigenschaft hat: 

Eigenschaft v. Für jede Funktion N (z) aus A(F) hat die Gleichung 

(4.) N(x)= AF*(x) 
eine und nur eine Lösung F*(xz) aus (F*). 

Die Eigenschaft v kann auch dahin ausgesprochen werden, daß 
Gleichung (4.) eine umkehrbar eindeutige Abbildung zwischen den Funk- 
tionen F*(x) von (F*) und den Funktionen N(z) von A(F) definiert; 
denn jede Funktion von (F*) ıst Lösung einer Gleichung (4.). 

Indem man die Bestimmung ‚eine und nur eine‘ in „mindestens 
eine‘‘ und ‚‚höchstens eine‘ zerlegt, kann man die Eigenschaft v in zwei 
Eigenschaften spalten: 

Eigenschaft v,. Für jede Funktion N(xz) aus A(F).hat (4.) mindestens 
eine Lösung F*(z) aus (F*). 

Eigenschaft v,, Die Gleichung 0 = AF*(z) hat keine von O ver- 
schiedene Lösung F*(z) aus (F*. M.a. W.: 

Eigenschaft v,. (F*) und (F), haben nur die Funktion 0 gemein. 

Damit (F) selbst Grundbereich für A ist, ist, da hier v, trivial 
wird, notwendig und hinreichend, daß (F), nur aus der Funktion 0 besteht. 

Satz 1. Damit die Schar (F*) <(F) einen Grundbereich der für 
die Schar (F) definierten linearen Operation A bildet, ist notwendig und 
hinreichend, daß sie zu der Schar (F), komplementär in (F) ıst*). 

Um nämlich eine gegebene Funktion F(x) aus (F) in die Summe 


(5.) F(x) = F*(x) + P(x) 
einer Funktion F*(x) aus (F*) und einer Funktion D(z) aus (F), zu 
spalten, hat man F*(x) aus (F*) so zu suchen, daß die Differenz F(x) 
— F*(z) zu (F), gehört, also der Gleichung 0 = A [F(x) — F*(z)] oder 
AF(x) = AF*(z) genügt. Man hat daher aus F(z) zunächst die zu A(F) 
gehörige Funktion 


(6.) N (x) = AF(«) 





*) Aus diesem Satze und der vorigen Fußnote erhellt, daß es zu jeder linearen 
Operation A mindestens eine Schar gibt, die einen Grundbereich für A bildet. Jedoch 
haben wir davon in dieser Allgemeinheit keinen Gebrauch zu machen. 
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zu bilden und hierauf für die mit dieser Funktion N (z) gebildete Gleichung 
(4.) eine Lösung F*(x) aus (F*) zu suchen. Damit also für jede Funktion 
F(x) aus (F) die Spaltung (5.) auf eine und nur eine Weise möglich 
ist, ist notwendig und hinreichend, daß für jede Funktion N(x) aus A(F) 
die Gleichung (4.) eine und nur eine Lösung F*(z) aus (F*) besitzt. 
Damit ist Satz 1. bewiesen und zugleich gezeigt, in welcher Weise die 
Herstellung der Spaltung (5.) auf die Lösung von (4.) zurückkommt. 

Genauer sind die einzelnen Eigenschaften v,, v; damit gleichbedeu- 
tend, daß jede Funktion F(x) aus (F) mindestens bzw. höchstens eine 
Spaltung (5.) besitzt. 

Ist A eine lineare Operation für die Schar (F) und ist (F*) eine 
Schar <(F), so verstehen wir unter der Wirkung von A auf (F*) die- 
jenige lineare Operation A* für (F*), welche durch die für jede Funktion 
F*(x) aus (F*) gültige Gleichung 

A* F*(x)=AF*(x) 

definiert ist. Dabei ist A*(F*)<A(F) und (F*),.<(F),, u. zw. ist 
(F*),. die Gesamtheit der zu (F*) gehörigen Funktionen von (F),. 

Unter Einführung der Wirkung A* von A auf (F*) kann man die 
Eigenschaften v,, v; so fassen: 

Eigenschaft v.. A(F)=A*(F*). 

Eigenschaft v,. (F*),. besteht nur aus der Funktion 0. Und man 
kann v, auch dahin aussprechen, daß (F*) einen Grundbereich für A* bildet. 

III. Die linearen Operationen {1!, {0}, A+B, cA, worin A und B 
gegebene lineare Operationen für die Schar (F) und c eine Konstante be- 
deuten, werden durch die für jede Funktion F(x) aus (F) gültigen Gleichungen 

1} Fa) = File, 10Fl@)=0, 
[A+B]F(2)=AF(2)+BF(x), [eA]JFle) =cAF(e) 





definiert. Die linearen Operationen A,.... A, für (F) heißen linearabhängig, 
wenn eine Gleichung c,A, + +--+c,A,=|[0} besteht, in welcher c,,...c 
Konstanten bedeuten, die nicht sämtlich O0 sind. 

Ist A eine lineare Operation für die Schar (F), B eine lineare 
Operation für die Schar (@), und ist A(F) <<(G@), so wird unter BA die- 
jenige lineare Operation für (F) verstanden, welche durch die für jede 
Funktion F(x) aus (F) gültige Gleichung \ 


v 
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(7.) [BA] F(z) = B[AF(x)] 
definiert ist. Dabei ist, wie wir zeigen wollen, 
(8.) [BAKF)<E(G, (Pu < (Mn 


Die zweite dieser Beziehungen leuchtet unmittelbar ein. Die erste beruht 
darauf, daß [BA](F) offenbar die Gesamtheit derjenigen Funktionen H(z) 


ist, für welche die Gleichung 
H(z)=BN(x) 
mindestens eine Lösung N(z) aus A(F) besitzt; bezeichnet man also die 
Wirkung von B auf A(F) mit B*, so ist 
(9.) [BA] (F) = B*(A(P)), 
und wegen B*(A(F)) <B(@) folgt [BAJ(F) <B(@). 

Ist A eine lineare Operation für (F) und ist A(F)<<(F), so setzt 
man A=A,A’=A'A,A’=A”A,..., ferner A’= {1}. 

IV. Funktionen F,(z),... #,(z) heißen linearabhängig, wenn eine 
Gleichung c,F,(z)+.--+c,F(z) =0 besteht, in welcher c,,...c, Kon- 
stanten bedeuten, die nicht sämtlich O sind. 

Eine Schar (F) heißt endlich, wenn es eine ganze nicht- 
negative Zahl e von der Beschaffenheit gibt, daß je e+ 1 Funktionen 
aus (F) linearabhängig sind. Die kleinste solche Zahl e wird der Rang 
der endlichen Schar (F) genannt und mit Rg.(F) bezeichnet. 

Stehen die endlichen Scharen (F), (@) in der Beziehung (F) < (@) 
und ist Reg. (F) = Reg. (@), so ist (F)= (6). 

Es seien die Scharen (M,) und (2) komplementär in der (endlichen 
oder nichtendlichen) Schar (F) und es sei (M,) endlich und vom Range 
o. Damit dann eine vorgelegte Schar (M) die Eigenschaft hat, zu () 
in (F) komplementär zu sein, ist notwendig und hinreichend, daß (M) < 
(F) ıst, (M) und ($) nur die Funktion O0 gemein haben und (M) endlich 
und vom Range eo ıst. Ist ferner (M’) eine Schar < (F), die mit ($) 
nur die Funktion 0 gemein hat, so ist (M’) endlich und ihr Rang << eo. 

Ist (F) eine endliche Schar und ($) eine Schar<-(F), so gibt 
es mindestens eine zu ($) in (F) komplementäre Schar, und damit die 
vorgelegte Schar (M) die Eigenschaft hat, zu (2) in (F) komplementär 
zu sein, ist notwendig und hinreichend, daß (M) <(F) ist, (M) und ($) 
nur die Funktion 0 gemein haben und 
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(10.) Rg. (M) + Rg. (&)= Rg. (F) 
ist. 

In den folgenden Bemerkungen bedeutet (F) eine endliche oder 
nichtendliche Schar, A eine lineare Operation für (F) und, wo von einer 
Schar (#*) <{(F) die Rede ist, A* die Wirkung von A auf (F*). 

Ist (F) endlich, so ist A(F) endlich und Rg. A(F)<<Rg. (F). Wenn es 
daher, mag (F) endlich sein oder nicht, eine endliche Schar (F*) <(F) 
mit der Eigenschaft v, gibt, so ist A(F) endlich und Rg. A(F) << Rg. (F*). 

Nehmen wir, ohne die Endlichkeit von (F) vorauszusetzen, an, daß 
A(F) endlich ist, so ist dafür, daß (F) selbst Grundbereich für A ist, not- 
wendig und hinreichend, daß (F) endlich und Rg.A(F) = Rg.(F) ist. 

Ist (F*) eine Schar < (F) und nehmen wir an, daß A*(F*) endlich 
ist, während wir weder von (F) noch von (F*) die Endlichkeit voraus- 


setzen, so ist also dafür, daß (F*) die Eigenschaft v, hat, notwendig und 
hinreichend, daß (F*) endlich und 


(v,.) Rg. A*(F*) = Reg. (F*) 
ist. 

Ist (F*) eine Schar < (F) und nehmen wir an, daß A(F) endlich 
ist, während wir weder von (F) noch von (F*) die Endlichkeit voraus- 


setzen, so ist dafür, daß (F*) die Eigenschaft v, hat, notwendig und 
hinreichend, daß 


(v..) Rg. A(F) = Rg. A*(F*) 


ist. Unter denselben Annahmen ist dafür, daß (F*) Grundbereich für A 
ist, notwendig und hinreichend, daß (F*) endlich und 


(v.) Rg. A(F)= Rg.A*(F*) = Re. (F*) 
ist. 

Ist (F) endlich, so gibt es mindestens eine Schar < (F), die einen 
Grundbereich für A bildet, und damit die vorgelegte Schar ( F*) < (F) 
Grundbereich für A ist, ist notwendig und hinreichend, daß sie mit (F), 
nur die Funktion 0 gemein hat und daß Reg. (F*) + Rg. (F), = Re. (F) 
ist; daraus folgt wegen Rg. A(F)= Re. (F*): ist (F) endlich, so ist 


(11.) Rg.A(F) + Reg. (F), = Re. (F). 


Ist A(F) endlich, so gibt es, mag (F) endlich sein oder nicht, min- 
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destens eine Schar <(F), die einen Grundbereich für A bildet. Be- 
stimmt man nämlich, Rg. A(F) = o setzend und von dem trivialen Fall oe = 0 
absehend, zu jeder von o linearunabhängigen Funktionen N(z) aus A(F) 
eine zu (F) gehörige Lösung F(z) der Gleichung (4.), so bildet die kleinste 
diese oe Lösungen umfassende Schar einen Grundbereich für A. Da übrigens 
diese Schar endlich und vom Range o ist, so erkennt man wegen Satz 1. 
aus den obigen Bemerkungen über komplementäre Scharen, daß dafür, daß 
eine vorgelegte Schar (F*) <(F) einen Grundbereich für A bildet, notwendig 
und hinreichend ist, daß sie die Eigenschaft vo, hat und endlich und vom 
Range Reg. (F*) = Rg.A(F) ist, in Übereinstimmung mit den schon oben 
unter (v.) gemachten Angaben. 

Ist A eine lineare Operation für die (endliche oder nichtendliche) 
Schar (F) und ist die Schar A (F) endlich, so heißt die Operation A endlich, 
und der Rang von A(F) wird auch der Rang der endlichen Operation A ge- 
nannt und mit Rg.A bezeichnet. 

V. Es seien (F), (@) gegebene (endliche oder nichtendliche) Scharen, 
A,B lineare Operationen für (F), (@) und A(F) << (@), sodaß BA für (F) ge- 
bildet werden kann. Ist nun B(@) endlich, so ist wegen (8.) auch [BA]|(F) 
endlich und Reg. [BA] (F) < Rg.B(@); m. a. W. wenn B endlich ist, so ist 
auch BA endlich und Rg.BA <{Rg.B. Ist dagegen A(F) endlich, so ist, 
wenn B* die Wirkung von B auf’A(F) bezeichnet, auch B*(A(F)) endlich 
und Rg. B*(A(F)) < Rg.A(F); wegen (9.) ist also auch [BA](F) endlich und 
Rg. [BA](F) < Reg. A(F); m. a. W. wenn A endlich ist, so ist auch BA end- 
lich und Rg.BA<{Rg.A. Ist also sowohl B als A endlich, so hat man 


(12.) Rg.BA<{Rg.B, Rg. BA << Rg.A. 


VI. Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir, wenn A* die 
Wirkung der für die Schar (F) definierten linearen Operation A auf die Schar 
(F*) < (F) ist, die Scharen A*(F*) und (F*),. einfach mit A(F*) und (F*), 
bezeichnen. 

Dann nimmt -(9.) die Gestalt , 


[BA] (F) = B(A(P)) 


an, und man kann diese Schar einfach mit 


BA(F) 
bezeichnen. 
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Statt (7.) schreiben wir einfach 
BAF(x). 

An der begrifflichen Unterscheidung von A* und A muß aber iest- 
gehalten werden; ist z. B. A(F*) endlich, so ıst ihr Rang mit Rg. A* zu 
bezeichnen. 

VI. Sind (F), (@) endliche Scharen von den Rängen ge, o und 
betrachten wir lineare Operationen A für (F), welche die Eigenschaft 
A(F)<(@) haben, so sind je o0 + 1 solche Operationen linearabhängig*). 

Ist daher A eine solche lineare Operation für die endliche Schar (F), 
daß A(F)<(F) ist, so besteht eine Gleichung 

aA +aA+--+a,A= |0!} 
mit Konstanten a,@,,...a, die nicht sämtlich O0 sind. Fordern wir 
dabei, daß r möglichst klein sei, so sind die Verhältnisse a,:a,:---:a, 
völlig bestimmt**). 

Ist speziell 

Rg. A= Re. (F), 
d. h. bildet (F) selbst einen Grundbereich für A, so muß a,+0 sein, weil 
sonst die Anwendung derjenigen linearen Operation A, welche dadurch 


*) Für den Fall endlicher Scharen (F), (6) hängen die Ausführungen dieses 
$ folgendermaßen mit der Theorie der Matrices zusammen. Ist (F) eine endliche 
Schar vom Range o, und sehen wir von dem trivialen Falle o= 0 ab, so wird jedes 
System von e linearunabhängigen Funktionen F;(z),... F,(z) aus (F) eine Basis von 
(F) genannt. Jede Funktion F(x) aus (F) besitzt dann eine eindeutige Darstellung 
F(&) = & Fı(@) ++ &F,(x) mit Konstanten &,...&, und wir nennen &ı,...&, die 
Koordinaten von F(x) in dem durch dieBasis Fı(#), ... F,(2) bestimmten Koordinatensystem. 

In einer zweiten endlichen Schar (6) vom Range o sei ein Koordinatensystem 
mit den Koordinaten n,,...n. festgelegt. Dann wird jede lineare Operation A für 
(F), welche die Eigenschaft A(F)<(@) hat, durch ein Gleichungssystem 


m = Ayu$ı + *** + Aro&o 


N = Aadı + + Ag 5, 
mit Konstanten a;, gegeben, und umgekehrt definiert jedes solche Gleichungssystem 
eine lineare Operation A für (F) mit der Eigenschaft A(F)<(G). Der Rang der 
Matrix (ai) ist gleich dem Range der Operation A. Dem Rechnen mit Operationen 
A, B,... läuft das Rechnen mit Matrices (ax), (bix),... parallel. 
**, Es ist offenbar r<g%. Der bekannte Satz, daß sogar r<oe ist, kommt 
für das Folgende zunächst nicht in Betracht. 
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definiert wird, daß man die Auflösung der Gleichung (2.) mit F(z) = A"'N(x) 
bezeichnet, eine Relation mit kleinerem r hervorbringen würde. Wir setzen 
a,= —1. Sehen wir von dem trivialen Falle Rg.(F)= 0 ab, so ist r>0, 
und wir erhalten also für den Fall Rg. A= Rg.(F) eine für jede Funktion 
F(x) aus (F) gültige Gleichung 
F(z)=(aA+:--+a,A) F(x). 

Umgekehrt folgt aus dem Bestehen einer solchen Gleichung, daß Rg. A= Rg. (F) 
sein muß. Zugleich ist AT=a,A’+...+a,A". 


$ 2. Ausgezeichnete Paare von linearen Operationen. 


I. Es seien (F), (@) (endliche oder nichtendliche) Scharen, A eine 
lineare Operation für (F), B eine lineare Operation für (@), und es sei 
B(@) <(F), sodaß man die lineare Operation 

S=AB 
für (@) bilden kann. 

Wenn die Schar B(@) einen Grundbereich für A bildet, so sagen 
wir, daß A,B die Eigenschaft s haben. Diese Eigenschaft können wir in 
zwei Gestalten aussprechen, je nachdem wir, B(@) = (F*) setzend, an 
Gleichung (4.) oder an Gleichung (5.) anknüpfen. Wir können sie ferner 
in zwei Eigenschaften spalten: 

Eigenschaft s,. A(F)= AB(@). 

Eigenschaft s,. (B(@)), besteht nur aus der Funktion 0. 

Die Eigenschaft s, kann man noch anders ausdrücken. Sie besagt, 
daß für Funktionen M(x) aus B(@) aus der Annahme AM(xz) = 0 die 
Gleichung M(z) = 0 folgt. Setzt man M(x) = B@G(x), so erhält man für 
s; die Fassung: für Funktionen G(x) aus (@) folgt aus der Annahme 
ABG(xz) =0 die Gleichung B@(xz) =0. Daher kann man s, auch so aus- 
sprechen: 

Eigenschaft 5, (F)as; = (F)e- 

Ist speziell die Operation AB endlich, so ist für das Bestehen der 
Eigenschaft s, notwendig und hinreichend, daß die Operation B endlich und 


(s,-) Rg. AB = Rg.B 
ist. 
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Ist speziell die Operation A endlich, also auch AB endlich, so ist 
für das Bestehen der Eigenschaft s, notwendig und hinreichend, daß 


(sı.) Re. A = Reg. AB 
ist. Unter derselben Annahme ıst dafür, daß B(@) Grundbereich für A 
ist, notwendig und hinreichend, daß die Operation B endlich und 

(s.) Rg. A = Rg. AB = Rg.B 
ist. 

II. Es seien (F), (@) (endliche oder nichtendliche) Scharen, A eine 
lineare Operation für (F), B eine lineare Operation für (@), und es sei 


AF)<(6, BI)<A(F), 
sodaß man die Operationen 
R=BA für (F), S=AB für (@) 
bilden kann. 

Definition. A,B heißen ein ausgezeichnetes Paar, wenn A(F) Grund- 
bereich für B und B(@) Grundbereich für A ist. Diese Definition können 
wir nun in folgenden Gestalten aussprechen. 

Satz 2. Damit A,B ein ausgezeichnetes Paar bilden, ist notwendig 
und hinreichend, daß die Gleichungen 

(13.) M(x) = BN(x) 
und 

(14.) N(x)= AM(x) 
je eine umkehrbar eindeutige Abbildung zwischen den Scharen A(F) und 
B(@) definieren, wenn man unter den N(xz) Funktionen aus A(F), unter den 
M (x) Funktionen aus B(@) versteht. | 

Dabei brauchen aber die Gleichungen (13.) und (14.) keineswegs 
Auflösungen voneinander zu sein, es können also durch (13.) und (14.) 
zwei ganz verschiedene Abbildungen definiert sein. 

Satz 3. Damit A, B ein ausgezeichnetes Paar bilden, ist notwen- 
dig und hinreichend, daß jede Funktion @(z) aus (@) eine eindeutige 
Zerlegung 

(15.) @(z) = N(x) + 7x) 
und jede Funktion F(z) aus (F) eine eindeutige Zerlegung 
(16.) F(x) = M(x) + (x) 
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besitzt, wobei N(x), M(z), ?(z), ?(z) Funktionen aus A(F), B(@), (F),, 
(G@)g bedeuten. 
Satz 4. Damit A, Bein ausgezeichnetes Paar bilden, ist notwendig 
und hinreichend, daß sie folgende vier Eigenschaften haben: 
Eigenschaft r,. R(F)=B(@). 
Eigenschaft r.. (F)\a= (F),- 
Eigenschaft s. S(G@) =A(F). 
Eigenschaft s;. (@)s = (@).- 
Wendet man die Abbildungen (13.), (14.) nacheinander an, so 
ergibt sich der folgende Satz: 
Satz 5. Ist A, B ein ausgezeichnetes Paar, so definiert die Gleichung 
(17.) M(x) = RM (x) 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung von B(@) auf sich selbst und die 
Gleichung 
(18.) N(z) = SN’(«) 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung von A(F) auf sich selbst *). 


Über das Rechnen mit den Operationen R, S ist noch folgendes 
zu bemerken. Es gilt die Vertauschungsregel: 


RB=BS, 
aus der noch für beliebige Konstanten a,, «,,... a, folgt: 
(VR’+a,R+:.-+a,R)B=B(a,S’+qa,S+.--+a,S”). 
Sınd also die Funktionen M(z) und N(x) einander durch die Abbildung 


*) Auch diese Doppeleigenschaft ist für ein ausgezeichnetes Paar charakteristisch. 
Man kann sie nämlich in die vier Eigenschaften 


01.) RB(6) =B(@), 02.) (F)ırsı = (Mb; 
01.) SA(F)J=A(F), 02) (Asa = (Ma 
zerlegen. Aus diesen Eigenschaften folgen aber vermöge der Beziehungen 
BAB(O)<BA(F)<SB(O), (Fa (Mer (Mrasa; 
ABA(F)SAB(M)SAN, (VS (Mus (Mean, 
welche für jedes den Bedingungen A(F)< (6), B(G)=<(F) genügende Paar A,B gelten, 
die Eigenschaften eines ausgezeichneten Paares, nämlich r, aus o,, 7, aus 0,, S, aus Q,, 
8; AUS 0, 
Zugleich erhält man Satz 5. selbst in der genaueren Fassung: aus r, und s, 
zusammen folgen e, und o,, aus ?, und s, zusammen folgen 9, und o,. 
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(13.) zugeordnet, so sind auch RM(xz) und SN(z) einander durch die 
Abbildung (13.) zugeordnet und ebenso (a,R’+a,R+::-+a,R’) M(z) 
und (a,S’+a,S + +--+.a,S’)N(z) einander durch die Abbildung (13.) 
zugeordnet. Das Gleiche gilt für die Abbildung (14.) auf Grund der 


Vertauschungsregel 
SA=AR. 


III. Für den Fall endlicher Operationen A,B sind die vier Eigen- 
schaften r,, 73, 8}, $g eines ausgezeichneten Paares nicht von einander unab- 
hängig. 

Zunächst nämlich gilt nach (s.) unter I. der Satz: 

Satz 6. Damit die endlichen Operationen A,B ein ausgezeichnetes 
Paar bilden, ist notwendig und hinreichend, daß die vier Operationen 

AB, R=BA, S-AB 
gleichen Rang haben. 

Die vier Bedingungen für ein ausgezeichnetes Paar reduzieren sich 
daher für den Fall endlicher Operationen zunächst auf drei. Es tritt aber 
noch eine weitere Reduktion ein, weil nach (12.) für jedes den Bedingungen 
A(F) << (G@), B(@) <(F) genügende Paar endlicher A,B die Beziehungen 

Rg.R<Rg.A, Rg.S < Rg.B, 

Rg.R<Rg.B, Rg.S < Rg.A 
bestehen. Aus den beiden ersteren folgt, daß bereits aus den zwei An- 
nahmen Rg.R=Rg.B, Rg.S = Rg.A geschlossen werden kann, daß die 
vier Operationen A,B,R,S gleichen Rang haben. Aus den beiden letzteren 
folgt, daß bereits aus den zwei Annahmen Rg.R = Rg.A, Rg.S= Rg.B 
geschlossen werden kann, daß die vier Operationen A,B,R,S gleichen Rang 
haben. Es gelten daher die Sätze: 

Satz 7. Damit die endlichen Operationen A,B ein ausgezeichnetes 
Paar bilden, ist notwendig und hinreichend, daß sie die Eigenschaften r, 
und s, besitzen. 

Satz 8. Damit die endlichen Operationen A,B ein ausgezeichnetes 
Paar bilden, ist notwendig und hinreichend, daß sie die Eigenschaften r, 


und s, besitzen. 
Ist aber von einem der Bedingung B(@) <(F) genügenden Paare 


linearer Operationen A,B für (F),(@) die Operation A endlich, so ist auch 
S=AB endlich und, wenn die Eigenschaft s, besteht, nach den bei (s,) in, 
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I. gemachten Angaben auch B endlich. Dies gibt einen Zusatz zu Satz 6. 
und eine Verschärfung des Satzes 8.: 

Satz 6*. Wenn von den beiden Operationen eines ausgezeichneten 
Paares A,B die eine endlich ist, so ist auch die andere endlich. 

Satz 8*. Wenn eine der Operationen A,B endlich ist, so ist dafür, 
daß A,B ein ausgezeichnetes Paar bilden, notwendig und hinreichend, daß 
einerseits A(F) und (@)g nur die Funktion 0 gemein haben, anderseits B(@) 
nnd (F)a nur die Funktion 0 gemein haben. 

IV. Es sei A,B ein ausgezeichnetes Paar endlicher Operationen. Be- 
trachten wir die Wirkung R* der Operation R auf die Schar B(@), so 
können wir wegen des Satzes 5. auf R* die am Schlusse des $1. ange- 
stellten Betrachtungen anwenden. Es gibt also solche Konstanten a,,...a,, 
daß für jede Funktion M(x) aus B(G@) die Gleichung 

(19.) M(x) = (a,R+ ---+ a,R’) M(x) 
besteht. Wenden wir auf diese Gleichung die Abbildung (14.) an, so lehrt 
Satz 2., daß auch für jede Funktion N(z) aus A(F) die Gleichung 
(20.) N(z) = (,$+ ---+.a,S’)N (x) 
besteht, wobei also in (19.) und (20.) dieselben Konstanten a,,... a, auftreten. 
Dabei lautet die Auflösung der Gleichung (17.): 
M’(2)= (mR’ +. + a,R)M(e), 
die Auflösung von (18.); 
N’(z) = (a,S’+.--+.a,S""")N (x). 
Ferner lautet die Auflösung von (13.): 
N(z) = A(a,R’+.--+ a,R")M(x) 
= (08° +... +a,8°)AM (a), 
die Auflösung von (14.): 
M(z) = B(a,S’+ ---+ a,S’—")N(x) 
= (a,R’+ ++ a,R")BN(z). 
Wendet man dies auf die Herstellung der Zerlegung (15.) an, welche nach 
dem in $ 1. angegebenen, durch (6.), (4.) angedeuteten, Verfahren erfolgt, 
so erkennt man, daß in der Zerlegung (15.) die Funktion N(x) durch 
N(z)= (aS+ --+.a,S’)@(x) gegeben ist; man hat also den Satz: 

Satz 9. Ist A,B ein ausgezeichnetes Paar endlicher Operationen, 
so werden unter Benutzung der eingeführten Bezeichnungen die Zerlegun- 
gen (15.) und (16.) des Satzes 3. gegeben durch: 
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(15°.) N(z)= (a$S + ---+ a,S’)G@(z), 
(16°.) M(z) = (aR + ---+a,R') F(z). 


$ 3. Reziproke Paare linearer Operationen. 


Wir bezeichnen allgemein mit c die zu der Konstanten c konjugiert- 


komplexe Konstante und mit F(z) diejenige Funktion, die aus der ganzen 
rationalen Funktion F(z) durch Übergang zu den konjugiert-komplexen 
Koeffizienten entsteht. Ist (F) eine Funktionenmenge, so bezeichnen wir 


mit (F) dieGesamtheit derjenigen Funktionen F(x), für welche F(x) zu (F) 
gehört. 

I. Es sei eine (endliche oder nichtendliche) Schar (F) gegeben. 
Unter einer Faltung der Schar (F) verstehen wir eine Vorschrift, vermöge 
welcher je zwei in bestimmter Reihenfolge gegebenen Funktionen F, (x) 
und F,(x) aus (F) eine Konstante, die wir mit 

Fı(-)Fx(-) 

bezeichnen, zugeordnet ist, und zwar so, daß die beiden folgenden Be- 
dingungen erfüllt sind: 

1.) F,(-)F,(-) ist bilinear in bezug auf die beiden Funktionen 


F,(x) und F,(x), d. h. 
für F,(z)= F,(x) + F,(e) ist F,(- 
für F,(2)= F,(2) + F,(z) st F 
für F,(z2)=cF,(e) ist F, 
für F,(x)= cF,(x) ist F, 

darin bedeuten F,(z), F,(z), #, (x), 


eine beliebige Konstante. 
2.) Nimmt man für F,(z) und F,(x) dieselbe Funktion F(z), und 


ist diese von 0 verschieden, so ist A\(-)F,(-) reell und positiv, d. h. 


= R,(-)Fy(-). 


( 
(- 
(*) a a IFs(-); 
F,(z) beliebige Funktionen aus (F), c 


Fu 


(21.) F(-)F(-)>0, wenn F(x) + 0. 
Satz 10. Sind F,(z),... F,(x) Funktionen aus (F), und wird 


MM. F,(-)F;(.) 
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gesetzt, so Ist = M. U, U; eine nichtnegative Hermitesche Form der Variablen 


Un... U 
Denn bildet man für irgend ein System von Konstanten 4, ... %, 
die zu (F) gehörige Funktion 
Fo) = WR) + +uF,(@), 
so wird 


Aus diesem Satze, u. zw. schon aus dem Reellsein der Hermiteschen 
Form, folgt für e= 2: 

Satz 11. Ist F,(-) F,(-)=c, so ist F,(-) F,(.) =. 

Aus dem zum Beweise von Satz 10. Bemerkten folgt zugleich: 

Satz 12. Sind F,(z),... F,(z) linearunabhängige Funktionen aus (F) 


und wird m.;=F,(.) F,(.) gesetzt, so ist SM. z Un lg eine positwe Hermite- 


sche Form*) und daher die Determinante 
| Det. |m, ;| >. 

Zwei Funktionen F,(x), F,(x) aus (F) heißen, in bezug auf eine 
gegebene Faltung von (F), orthogonal, wenn sie den, nach Satz 11. gleich- 
bedeutenden, Gleichungen 

F()R(e)=0, Fl) F,()=0 
genügen. Nach (21.) «st 0 die einzige zu sich selbst orthogonale Funktion. 





*) Im Anschluß hieran können wir für den Fall einer endlichen Schar (F) die 
allgemeinste Faltung konstruieren. Wir setzen Rg.(F)=. und legen für (F) ein 
Koordinatensystem mit den Koordinaten 3,...&, fest. Ferner wählen wir eine posi- 
tive Hermitesche Form Sh.s:.&; von oe Variablen. Nun setzen wir, wenn F (x) mit 
den Koordinaten (£) und F’(x) mit den Koordinaten (£’) irgend zwei Funktionen aus 
(F) sind, 

F(-) F(.) =. Ihapka 72 
Nehmen wir, unter Festhaltung des Koordinatensystems, alle möglichen positiven Her- 
miteschen Formen, so erhalten wir alle Faltungen für (F). 

Zu einer gegebenen Faltung kann man auf unendlich viele Arten das Koordi- 

natensystem so wählen, daß die Faltung durch 
FAFO)=Hä+ +8 
dargestellt wird. 

Daß es auch für jede nichtendliche Schar mindestens eine Faltung gibt, wird 
in7$ 4 VI. gezeigt. 

3% 
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Wenn die Funktionen F,(®),... F,(z) aus (F) sämtlich von 0 verschieden 
und im Falle oe > 1 paarweise orthogonal sind, so sind sie linearunabhängig. 
Eine Funktion aus (F) heißt zu einer Schar < (F) orthogonal, wenn sie zu 
jeder Funktion derselben orthogonal ist; die Funktion 0 ist zu jeder Schar 
< (F) orthogonal. Zwei Scharen < (F) heißen orthogonal, wenn jede Funk- 
tion der einen zu jeder Funktion der anderen orthogonal ist. Zwei ortho- 
gonale Scharen haben nur die Funktion 0 gemein; denn eine jeder von 
beiden angehörige Funktion müßte zu sich selbst orthogonal sein. Ist eine 
Schar (M) < (F) vorgelegt, so kann die Gesamtheit aller derjenigen Funk- 
tionen aus (F), welche zu der Schar (M) orthogonal sind, kurz die größte 
zu (M) orthogonale Schar genannt werden, wofern die Schar (F) und ihre 
Faltung als bekannt gelten. 

Wir wollen jetzt zeigen, daß zwei Scharen < (F), welche sowohl 
orthogonal als auch komplementär ın (F) sind, sich gegenseitig bestimmen, 
wofern die Schar (F) und ihre Faltung bekannt ist; es gilt nämlich der 
Satz: 

Satz 13. Sind die Scharen (M)<(F) und ($)<(F) sowohl 
orthogonal als auch komplementär in (F), so ıst (2) die größte zu (M) 
orthogonale und (M) die größte zu (P) orthogonale Schar. 

Sei nämlich F,(z) eine Funktion aus der größten zu (M) ortho- 
gonalen Schar, d. h. eine Funktion aus (F), welche der Bedingung 


(22.) M(-.,F,()=0 für alle M(xz) aus (M) 
genügt. Da (M) und (#) komplementär in (F) sind, kann man 
F,(z) = Mo(z) + DB, (®) 
setzen, worin M,(z) zu (M), &,(xz) zu (®) gehört. Dann ist M(.) B,(.) = 0 
für jede Funktion M(xz) aus (M), weil (M) und ($) orthogonal sind. 
Folglich genügt M,(x) der Bedingung 
M (.) M,(-)= 0 für alle M(x) aus (M), 
insbesondere ist daher M,(-) M,(-)=0, mithin M,(z) = 0, also F,(2)=&,(z). 
Die einzigen der Bedingung (22.) genügenden Funktionen F,(x) aus (F) 
sind daher die Funktionen von (2). Ebenso ergibt sich die zweite Behaup- 
tung. 
Ist eine Schar (M) <(F) vorgelegt, so kann man die größte zu 
(M) orthogonale Schar (2) bilden und die Frage aufwerfen, ob (M) und 
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($) in (F) komplementär sind. Wir betrachten zwei besondere Fälle. 

Ist (M) eine endliche Schar <(F) und ($) die größte zu (M) or- 
thogonale Schar, so sind (M) und ($) in (F) komplementär. Um nämlich 
eine Funktion F(x) aus (F) in die Summe einer Funktion M(xz) aus (M) 
und einer Funktion ®(x) aus ($) zu spalten, bezeichne man mit g den Rang 
von (M)), wähle, wenn 0>>0, e linearunabhängige Funktionen M, (x), ... M,(x) 
aus (M) und bestimme in M (x) = wM, (2) + ---+u,M,(x) die Konstanten 
U,...%, 80, daß die Differenz (x) = F(x) — M(x) zu jeder der oe Funk- 
tionen M,(x),...M,(x) orthogonal ist; diese Forderung gibt für w,,...w, 
lineare Gleichungen, deren Determinante nach Satz 12. nicht verschwindet*). 

Sind die Scharen (M,),(®) in (F) komplementär und (M,) endlich 
und vom Range oe, so ist die größte zu ($) orthogonale Schar (M), da 
sie mit (P) nur die Funktion 0 gemein hat, endlich und ihr Rang <<o; 
und (M) und (#) sind dann und nur dann komplementär in (F), wenn 
(M) genau den Rang o hat. Ist z. B. für (F) eine endliche lineare Ope- 
ration A vom Range go gegeben, so ist die größte zu (F), orthogonale 
Schar (M) endlich und ihr Rang<Ze; und die Schar (M) ist dann und 
nur dann Grundbereich für A, wenn sie genau den Rang o hat. 


II. Es seien (F), (@) (endliche oder nichtendliche) Scharen, A eine 
lineare Operation für (F), B eine lineare Operation für (@) und A(F)<(G), 
B(6)< (F). 

Ferner sei aber für jede der Scharen (F) und (@) eine bestimmte 
Faltung gegeben. Wir unterscheiden dieselben durch die Zeichen - und »-. 

Definition**). A, B heißen ein reziprokes Paar in bezug auf die 
gegebenen Faltungen, wenn sie die folgende Forderung erfüllen: ist F(z) 





*, Ist speziell (F) selbst endlich, so folgt aus dem Komplementärsein, daß 
Rg. (M) + Rg. (&) = Rg. (F) ist. Zeigt man dies direkt mit Hilfe eines Koordinaten- 
systems für (F), so kann man, da (M) und (®) nur die Funktion 0 gemein haben, 
hieraus das Komplementärsein schließen. 

Zu jedem Paare in der endlichen Schar (F) komplementärer Scharen (M), (®) 
gibt es Faltungen, denen gegenüber sie orthogonal sind. 

**) Für den speziellen Fall endlicher Scharen (F), (G) kommt diese Definition, 
wenn man in (F) ein Koordinatensystem $,,...&,, in (@) ein Koordinatensystem 
71, ...70 einführt, auf eine Matrizengleichung hinaus. Stellt man nämlich, im Sinne 
früherer Fußnoten, die Faltungen -,-- durch Shui: &. &, I ks; 7}; und die Operationen 
A, B durch 
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eine beliebige Funktion aus (F), @(x) eine beliebige Funktion aus (@), 

und bildet man die Funktionen 

N(x)=AF(e), 

M(«) = B@(«), 

so sollen stets die, nach Satz 11. gleichbedeutenden, Gleichungen bestehen: 
(24) FO)M()=N(»-)@--) @C-)N(--)= M(-)F(-). 

Es besteht nun folgender Satz: 

Satz 14. Ist A,B ein reziprokes Paar, so sind die Scharen A(F) 
und (@); orthogonal in bezug auf die Faltung -- und die Scharen B(@) 
und (F), orthogonal in bezug auf die Faltung .. 

Nehmen wir nämlich in (23.) für @(x) eine Funktion #(z) aus 
(G),, so wird M(z)= 0, und (24.) gibt daher O=N(..) #(..), womit die 
erste Behauptung bewiesen ist; die zweite ergibt sich entsprechend. 

Da aber orthogonale Scharen nur die Funktion 0 gemein haben, 
so hat ein reziprokes Paar A,B die in $2. mit r, und s, bezeichneten Eigen- 
schaften, daß A(F) und (G),; nur die Funktion 0 gemein haben*) und 
B(@) und (F), nur die Funktion O0 gemein haben. Nehmen wir nun 


(23.) 


m=4Außit'+4e% & = bunt + Biono 


Ne= Aadı ++ Agese &= b,ım de 1 Deo No 
dar, so kommt die Definitionsgleichung (24.) eines reziproken Paares auf die go Re- 
lationen Ihabis = Füja ki hinaus, also, wenn man a;,, = a; setzt, sodaß («’) die zu 
(a) transponierte Matrix bedeutet, auf die Matrizengleichung 
(24*.) (1) = @)). 
Sind z. B. die Koordinatensysteme so gewählt, daß (h), (k) Einheitsmatrizen sind, so 
ist (b) = (@’), also b,; = A;., die Bedingung für ein reziprokes Paar. 

*) Der Beweis kommt darauf hinaus, daß wir in (23.), (24.) zuerst die Spe- 
zialisierung M(&) = 0 und dann die Spezialisierung @(x) = N(z) machen. Machen wir 
dagegen nur die zweite Spezialisierung, so ergibt sich der Satz: ist A,B ein reziprokes 
Paar, F(x) eine beliebige Funktion aus (F), und setzt man 

N (2) =AF (2), 
M(<) = BAF(x), 


so ist er w 

(25.) F(-)MC)=NC-)NC»). 
Dies ist eine in F(x) identische Gleichung, welche, wenn man nachträglich die erste 
Spezialisierung hinzufügt, die Eigenschaft r, ($2.) in Evidenz setzt, daß aus M(x) = 0 
stets N (x) = 0 folgt. 
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speziell an, daß eine der Operationen A, B endlich ist, so bilden sie nach 
Satz 8*. ein ausgezeichnetes Paar, und nach Satz 6*. ist auch die andere 
endlich; es gelten also die Sätze: 

Satz 15. Jedes reziproke Paar endlicher Operationen A, B ist ein 
ausgezeichnetes Paar. 

Satz 15*. Ist von den beiden Operationen eines reziproken Paares 
A, B die eine endlich, so ist auch die andere endlich. 

Nach Satz 15. kann man auf ein reziprokes Paar endlicher Opera- 
tionen die Sätze 2., 3., 5., 9. anwenden. 

Insbesondere zeigt Satz 3. in Verbindung mit Satz 14., daß für 
ein reziprokes Paar endlicher Operationen A(F) und (@), sowohl orthogonal 
in bezug auf die Faltung -- als auch komplementär in (@) sind und Ent- 
sprechendes für B(@) und (F), gilt*). Nach Satz 13. ergibt sich also: 

Satz 16. Ist A,B ein reziprokes Paar endlicher Operationen, so 
ist (@), die Gesamtheit derjenigen Funktionen 7(z) aus (@), welche der 
Bedingung 

N (--)?(..)=0 für alle N(z) aus A(F) 
genügen, und A(F) die Gesamtheit derjenigen Funktionen N(z) aus (@), 
welche der Bedingung 


N(-.-)#(..)= 0 für alle #(x) aus (G); 


genügen; entsprechend hängen B(@) und (F), zusammen. 





*) Sind zwei gegebene Scharen (M), ($) sowohl in (F) komplementär als 
auch in bezug auf die Faltung - orthogonal, sind ferner zwei gegebene Scharen (N), (%) 
sowohl in (@) komplementär als auch in bezug auf die Faltung -- orthogonal, und 
sind (M) und (N) beide endlich und vom gleichen Range o, so können wir das allge- 
meinste den Bedingungen A(F) = (N), B(@) = (M), (F)ı = (®), (@)s = (PF) genügende 
reziproke Paar A,B für (F), (@) konstruieren. Man konstruiere nämlich zunächst für 
(M), (N) ein Paar A*, B* vom Range o, welches reziprok ist bezüglich derjenigen 
Faltungen für (M), (N), die durch Anwendung der für (F), (G) definierten Faltungen 
-‚.- entstehen. Dies geschieht, indem man für (M), (N) Koordinatensysteme einführt, 
in allgemeinster Weise durch zwei lineare Transformationen von nichtverschwindenden 
Determinanten in je e Koordinaten, deren Matrices (a), (b) der zu (24*.) analogen 
Gleichung (m)(b) = (a’)(n) genügen, worin die Matrices (m),(n) den Faltungen von 
(M), (N) entsprechen. Hierauf setze man, wenn F(x) = M(x) + ®(x), @(z) = N(z) + W(«) 
ist, worin F(x), M(z),... Funktionen aus (F),(M),... bedeuten, AF(z) = A*M(«), 
BG(x) = B*N(x). 
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Satz 16. lehrt erstlich die gegenseitige Bestimmtheit von A(F) und 
(@), sowie von B(@) und (F),. Angenommen nämlich, es sei die Schar (@) und 
ihre Faltung bekannt, und es sei ferner die Tatsache bekannt, daß A, B 
ein reziprokes Paar endlicher Operationen für (F),(@) bilden. Dann ist 
jede der Scharen A(F), (G@),; schon durch die andere bestimmt, ohne daß 
es der Kenntnis von (F), A,B bedürfte. 


Satz 16. gibt aber zweitens auch eine Bedingung für jede einzelne 
der Operationen A,B. Hat nämlich die für (F) gegebene endliche lineare 
Operation A vom Range o die Eigenschaft Teil eines reziproken Paares 
A, B zu sein, so muß die Gesamtheit (M) aller derjenigen Funktionen M (x) 
aus (F), welche der Bedingung 

&(.) M (-) = 0 für alle &(z) aus (F), 
genügen, eine zu (F), komplementäre Schar bilden, m. a. W. den Rang o 
haben*). 


III. Wir wollen einen Satz beweisen, der besagt, daß sich die 
Operationen A,B eines reziproken Paares, mögen sie endlich sein oder nicht, 
gegenseitig bestimmen, wofern die Scharen (F), (@) und ihre Faltungen be- 
kannt sind. 


Satz 17. Ist für jede der Scharen (F), (@) eine Faltung -,-- de- 
finiert und ist eine (endliche oder nichtendliche) der Bedingung A(F) << (@) 
genügende lineare Operation A für (F) gegeben, so gibt es höchstens eine 
solche der Bedingung B(@) <(F) genügende lineare Operation B für (@), 
daß A, B ein reziprokes Paar in bezug auf die gegebenen Faltungen bilden. 

Sind nämlich A,B und A,B, reziproke Paare für dieselben Faltungen 
und F(x2),@(z) beliebige Funktionen aus (F), (@), so bestehen, wenn 





*) Daß auch umgekehrt jede endliche lineare Operation A von dieser Be- 
schaffenheit Teil eines reziproken Paares A, B ist wird in $ 10 III. bewiesen werden. 
Man kann es aber auch so einsehen: bildet man die Gesamtheit () aller derjenigen 
Funktionen P(z) aus (G), welche der Bedingung 

N(--) #(-.)=0 für alle N(x) aus A(F) 
genügen, so sind, weil A(F) endlich ist, A(F) und (%) komplementär in (G); man hat 
also die Sachlage der vorigen Fußnote und B* durch (b) = (m)-!(@’)(n) zu bestimmen, 


womit die Existenz von B bewiesen ist. 
Man sieht zugleich, daß es nur ein B gibt; dies ist ein Spezialfall des Satzes 17. 
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N(&)=AF(x),|N,(«)=A,F(z), 
M (x) =B@G(x) |M,(xz) =B,@(x«) 
gesetzt wird, die Gleichungen 
N()@)=F()M() und M(+)@(.)=F(.)M,(.). 
Wird nun A = A, angenommen, so ist N (z)=N, (x), also F (-JM (-)=F(.)M, (-). 
Wählt man hierin #(z2)=M (z)— M, (x), so wird Ft), F(.)=0, mithin # (x) =0; 
also ist M (x) = M, (x), daher, weil dies für jede @/x) aus (@) gilt, B=B.. 

IV. Für die Anwendungen ist folgende unmittelbar einleuchtende 
Bemerkung wichtio.. Für die Scharen (F),(@) seien Faltungen und ein 
(endliches oder nichtendliches) reziprokes Paar A,B gegeben. Es sei nun 
(F*) eine Schar < (F), A* die Wirkung von A auf (F*), und man setze 
für (F*) diejenige Faltung fest, welche durch Anwendung der für (F) ge- 
gebenen Faltung entsteht; es sei (@*) eine Schar < (G), B* die Wirkung 
von B auf (@*)j, und man setze für (@*) diejenige Faltung fest, welche 
durch Anwendung der für (@) gegebenen Faltung entsteht. Wenn dann 
die Bedingungen A(F*) < (@*), B(@*) <(F*) erfüllt sind, so bilden A*, B* 
ein reziprokes Paar für (F*), (@*) in bezug auf die festgesetzten Faltungen. 

V. Auf den Begriff eines reziproken Paares läßt sich der folgende 
kompliziertere Ansatz zurückführen. 

Es seien h+ k Scharen (F®),... (F®);(@®),... (@®) gegeben und 
für jede von ihnen eine bestimmte Faltung definiert. Ferner sei für 
jedes der h.k Paare (F®), (@%) von Scharen ein reziprokes*) Paar A,,, B 
von linearen Operationen gegeben. 

Wir bilden nun im Gebiete der n+h+k Variablen z,...2,; 
Ayesehnz lt; -.. 4, die beiden folgenden Scharen: die Schar (F) der 
Funktionen 


%j 


F(2;3)= 4, F'(z) + ..-+4,F®(x), 
worin F®(x) eine beliebige Funktion aus (F®),... F®(z) eine beliebige 
Funktion aus (F'”) bedeutet; die Schar (@) der Funktionen 





*, Dabei bezieht sich der Begriff reziprok immer auf die vorher festgelegten 
Faltungen, sodaß also die für die Reziprozität von A,,,Bi; maßgebende Faltung der 
Schar (F®) nicht von j abhängt, die der Schar (G(") nicht von ® abhängt. 

Wir bezeichnen jede der Faltungen durch einen einfachen Punkt, da Verwechs- 


lungen nicht zu besorgen sind. 
Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 1/2. 4 
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Hz; u) = u @®(a) +++ 1,6” (2), 
worin G®(z) eine beliebige Funktion aus (@®),... @'®(z) eine beliebige 
Funktion aus (G®) bedeutet. Wir definieren die Faltungen in diesen 
Scharen wie folgt: ist F(z;4)= Z 4F® (a), F.(z2; }) = ZıF) (e), so soll 


F(-)F,(-)= 3 F®.)F®(-) 
sein; ist @(z; u) = & u,@®(z), @,(2; u) = & u,G(z), so soll 

KL) = EN )E-) 
sein. Diese Definitionen genügen in der Tat den an eine Faltung zu 
stellenden Anforderungen. 


Wir definieren jetzt eine lineare Operation A für (F) und eine 
lineare Operation B für (@) in folgender Weise: für F(z;1)=2 4, F®(x) soll 


(26.) AF(2; A)= & uyA,F®z) 
1,7 
sein, für @(z2; u) = Z u,@”(x) soll 
I 
(27.) Ba(z; u)= 24, B,,@”(z) 
2,9 


sein. Dann gilt der Satz: 
Satz 18. Die eben konstruierten Operationen A, B bilden ein 
reziprokes Paar. 
Zunächst nämlich gehört wegen A,(F®j < (GP), B,(6) < (F®) 
von den Funktionen 
NP(a) = A,F%a), 
MP (2) = 8,6%(z) 
die erste N(x) zu (@), die zweite M®(x) zu (F®). Setzt man also 
N (2; u) = AF(2; 4), 
M(x; \) = B@(2; u), 
so ist N(z; u) = 2 u,NP(z) = mZN(«) +++ ZN («) eine Funktion 


von (G) und M(z;4) = Zi M®(x) = MS’ (a) +..+ 1,2M (z) eine 


Funktion von (F); es ıst also 
A(F)<(@), B(@)<(F). 


Nun ıst 


F() M()=ZF®(.)Mf(.), 
N(.) @(.)= ZNP(-) G®(.). 
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Da aber A,,B,, ein reziprokes Paar bilden, so ist F®(-.) M%(.)= N%(.) 
G®(-), folglich ist auch 


F()M()=N()@(). 
Damit ist Satz 18. bewiesen. 
Sind sämtliche Operationen A, ,, B;, endlich, so sind auch A,B endlich. 


Kapitel II. Abbildung isobarer. Scharen 
durch reziproke Paare isobarer Polarenprozesse. 


$ 4. Spezielle Polarenprozesse. Hauptfaltung. 


I. Sind für die Schar (#) A >1 lineare Operationen A,,... A,, die 
sämtlich der Bedingung A, (F) < (F) genügen, gegeben, so stellt der Ausdruck 


(29.) aılı+ Za,K, + ZW Ruhr ich +, = as... A,Az...A,, 
worin 4,0,,0,5,... Konstanten sind und in jeder der Summen = die je- 
weils angeführten Summationsbuchstaben unabhängig von einander von 
1 bis h laufen, eine lineare Operation für (F) dar. Eine lineare Operation 
für (F) heißt aus A,,... A, ableitbar, wenn sie sich auf mindestens eine Art 
in die Gestalt (29.) setzen läßt. 

Wir betrachten nun speziell die aus allen*) Funktionen bestehende 
Schar (2). Jede lineare Operation A für ((2) genügt der Bedingung 
A(2)< (2). Wir bilden die folgenden 2” speziellen linearen Operationen 
D, D; für (42): für jede Funktion F(z) aus (42) soll 
(30.) D,F (x) = a und D/F(x) = x,F (x) 


sein. Unter Polarenprozessen im Gebiete der Variablen z,,...z, verstehen 
wir die aus D,,... D,; Di,... D’ ableitbaren linearen Operationen für (2). 

II. Ersetzt man in dem Ausdruck (29.) jede Operation A, durch 
eine Variable t, und die Operation |1} durch die Konstante 1, so erhält 
man eine ganze rationale Funktion H(t) der Variablen t,,...i,, und jede 
ganze rationale Funktion der i entsteht so aus mindestens einem Ausdruck 
(29.).. Sind nun speziell A,, .... A, vertauschbar, d. h. bestehen alle Relatı- 





*, Es wird an der in $ 1 I. getroffenen Verabredung festgehalten, daß unter 
„Funktion“ ohne weiteren Zusatz eine ganze rationale Funktion der Variablen z,,... 2, 


verstanden wird. 
4* 











28 E. Fischer, Über die Dijferentiationsprozesse der Algebra. 


onen A,A,=A;A,, so stellen zwei Ausdrücke (29.), welche dieselbe Funk- 
tion H(t) liefern, auch dieselbe lineare Operation für (F) dar, und diese 
Operation kann daher mit 
H (A) 
bezeichnet werden. Ist H(t)= 0, so ist H(A) = {0}. Algebraische Relati- 
onen zwischen mehreren Funktionen H(t) übertragen sich auf die Opera- 
tionen H(A); z. B. 
(31.) aus H(t)=H,(t)A,(t) folgt H(A) = H,(A)H,(A) 

und daher auch H,(A)A,(A)= H,(A)AH, (A). 

Wir betrachten zwei spezielle Fälle, die sich beide auf die Schar 
(42) beziehen. 

Die n Operationen D,,...D, für ((2) aus (30.) sind vertauschbar. 
Die aus ihnen ableitbaren Operationen, die wir spezielle Polarenprozesse 
erster Art nennen, können daher in die Gestalt /(D) gesetzt werden, worin 
f(x) eine Funktion aus (42) bedeutet. 


Wir bezeichnen die Operationen D,,... D, auch mit = no 2 und 


daher die Operation f(D) auch mit 15.) 


Wir notieren noch eine Folgerung aus (31.): Setzt man 


| Ko)=1(Z)F@), 


(32.) 
| Me) = a) 6), 
so Ist 
(33.) M en? (2) = 6(Z.)K@). 


Die n Operationen D},... D/, für (2) aus (30.) sind vertauschbar. 
Die aus ihnen ableitbaren Operationen, die wir spezielle Polarenprozesse 
zweiter Art nennen, können daher in die Gestalt f(D’) gesetzt werden, 
worin f(x) eine Funktion aus (2) bedeutet. Die Operation f(D’) besteht 
in der Multiplikation mit der Funktion f(x), d. h. es ist /(D’) F(x) 
=f(z)F(x). Daher kann jeder spezielle Polarenprozeß zweiter Art nur 
auf eine einzige Weise in die Gestalt /(D’) gebracht werden, d. h. aus 
f(0’) = {0} folgt f(a) = 0. 

Wir bezeichnen die Operationen D;,...D, auch mit z,,...2, und 
daher die Operation f(D’) auch mit f(x). Daher haben wir jetzt zwischen 
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Funktion f(x) und Operation f(x) zu unterscheiden. Wenn das Zeichen f(x) 
ohne besondere Erklärung vorkommt, soll immer die Funktion gemeint sein. 

Sind mehrere spezielle Polarenprozesse erster und zweiter Art ge- 
geben, so werden die aus ihnen ableitbaren Operationen zwar auch Pola- 
renprozesse, aber i. a. nicht spezielle erster oder zweiter Art sein. Z. B. 


kann man aus 2) und dem Prozesse g (x) dıe Prozesse g (x) HK.) und 
H(Z,)s (@) bilden. Dagegen entsteht aus r( = und der Funktion g (x) 


die Funktion {(2.)g(@)- 


III. Unter dem konstanten Glied einer Funktion F(z) verstehen 
wir den Wert, den F(x) für das Wertsystem &,=0,...,=0 der Vari- 
ablen annimmt; wir bezeichnen das konstante Glied mit [F(x)],. 

Setzt man zwei Funktionen F(r), F,(x) in die Gestalt 

F(2) = a, ... 0,  Fıl@) = u,,...an U 20. 008, 
worin die «a und a’ Konstanten bedeuten und in jeder der Summen 
kein Potenzprodukt zf:... x4”r mehr als einmal auftritt, so wird 





a) FC) Rr@|=zu!.....! a,....«,.. 
Daher ist stets 








(35.) | FC =) F, @)|, as Irre], 
Insbesondere hat man 
(36, [Jr] = zul... a, e. m 


es ist also |#(2,)r @)|, reell und >0, wenn F(2) +0 ist. 
Daraus folgt zunächst, daß 
F(Z)F (2)+0, wenn F(x) #0. 
Hieraus kann man schließen, daß jeder spezielle Polarenprozeß erster Art 


nur auf eine einzige Weise in die Gestalt (2) gebracht werden kann; 


ist nämlich*) f(x) + 0, so ist die Funktion K5-) f(x) +0, also 1(2-) +19. 





*, Anderer Beweis in $71. 














E. Fischer, Über die Differentiationsprozesse der Algebra. 


Die in (32.) auftretenden Prozesse f(x), =) bestimmen sich 


daher gegenseitig; wir nennen sie transponiert. 
Aus dem Umstande, daß (36.) für F(x)+0 stets reell und positiv 
ist, folgt, daß durch die Festsetzung 


=, zo 
FORr(C)=[FCZ) FW), 
eine Faltung der Schar (42) definiert ist. Wir nennen sie die Hauptfaltung 
von (22). 
IV. Satz 19. Die Polarenprozese A= HK) und B=f(x) bilden 


ein reziprokes Paar linearer Operationen für (2), (2) in bezug auf die 
Hauptfaltungen. 
Setzt man nämlich 


N(@)=1(S,)F @), 
Ma)= (6). 


(37.) 


so ist nach (33.) 
(38.) M(ZJF (x) = GEN @), 


um so mehr also M(-) F(-.)=@(-) N (.). 
Als reziprokes Paar linearer Operationen haben A, B die Eigenschaften 
19, 5, ($ 2.). Die Eigenschaft s, besagt, daß die Scharen B(@) und (F), nur 
die Funktion O0 gemein haben. Nun ist B(@) die Gesamtheit der Lösungen 
M (x) der Kongruenz 
(39.) M(x) =0 mod. f(x), 
(F), die Gesamtheit der Lösungen &(z) der Gleichung 


0=/(Z)Be). 
$; gibt also den Satz: wenn eine Funktion F(z) die beiden Bedingungen 
F (x) = 0 mod. f(x), F(Z)F@)- 0 
erfüllt, so ist F(z)=0. Legt man dagegen für s, die Fassung „aus 
AB@G(z) = 0 folgt B@(x) = 0° zugrunde, so ergibt sich: aus Hz.) (2) @(z) 
— 0 folgt f(x) @(z) = 0; daraus folgt: 


FREI er Bar = FREE 





a 
taz Ah an ae ar EB N. 20 
PRERBGE SIE Hl. 2 ums BE lan nnige 2 afihie in mel u as len Sr Sa ba 2; 
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(40.) ıst f(x) +0, @(z) +0, so ist stets FE) to 6) +0. 


Dagegen wird die Eigenschaft r, hier trivial; ist nämlich f(x) #0, so be- 
steht (@),;, nur aus der Funktion 0, ist aber f(x) = 0, so besteht A(F) 
nur aus der Funktion 0*). 

Wir werden übrigens später sehen, daß nicht nur r,, sondern sogar 
r besteht, d. h. daß A(F) und (@), komplementär in (@) sind. Im Falle 
/(«)=0 ıst nämlich (@),= (42), im Falle f(x) +0 werden wir in $6 III. 


zeigen, daß sich jede Funktion @(x) in die Gestalt r( ir (x) setzen läßt, 
sodaß A(F) = (@) ist. 
Wir nennen N f(x) reziproke spezielle Polarenprozesse. 


V. Ähnlich wie die Kongruenz (39.) kann man auch die Kongru- 
enz nach einem Modulsystem f,(z),.... /;x) behandeln. Hierzu wenden 


wir auf die k reziproken Paare A,= /, ) B,= f,(x) für (2), (2) und 


deren Hauptfaltungen die Entwicklungen aus $3 V. für Ah=1 an, wobei die 
Einführung der Variablen A, offenbar entbehrlich ist. Wir bilden also im 
Gebiete der n+%k Variablen 2,:...2%541,...4, die Schar (G@) aller 
Funktionen 
2; u) = m la) + ++ 0 rlR), 

worin die @,(x) beliebige Funktionen aus (42) bedeuten. Als Faltung von 
(G) setzen wir die Hauptfaltung im Gebiete der Funktionen der n+%k 
Variablen fest; setzt man also noch @’(z; u) = u, @i(2) ++ u,@;(x), so ist 


G(-)@(-)= Ga») Gi(-)+ + GL) &(-), 





*) Die Gleichung (25.), welche r, in Evidenz setzt, und die entsprechende für 
$, lauten hier: 


25.) Fre real, - [Dr], 


(2) ear |, - [uno], 


worin N(z), M(x) durch (37.) erklärt sind. Die zweite Gleichung gilt auch in der 
Verschärfung: 





CIC)ıw eo -u(z)u@) 


wie man aus (38.) durch die Spezialisierung F(z) = M(x) erkennt. 
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worin rechts - die Hauptfaltung von (42) bedeutet. Nun definieren wir 
die linearen Operationen A,B für (42),(@) durch die für beliebige 
F(x), G,(z),.... G,(x) aus (42) gültigen Gleichungen 
AR) = mals) Ft +mhlZ)F@), 
Blu, G,(2)+ ++, Aa) AR) +++ Flr)ile). 
Dann gilt nach Satz 18. der Satz: 
Satz 20. Die durch (41.) definierten A,B bilden ein reziprokes 
Paar für (42), (@) in bezug auf die Hauptfaltungen. 
Daher haben A,B die Eigenschaften r,, 3, ($2.).. Nun ist B(@) die 
Gesamtheit der Lösungen M(x) der Kongruenz 
M(z) =0 modd. f,(z), ... f,(x), 
(F), die Gesamtheit Z&(z) der Lösungen des Gleichungssystems 


(8 (8 
0=-h(5,)Pe), .0=h(5,) Bl). 
$;, gibt daher den Satz: wenn eine Funktion F(x) den 1+ % Bedingungen 
F(z)=0 modd. fı(z), -.. f(®), 


h.(£) F(z)=0,... RC) F@) - 0 


genügt, so ist F(xz)= 0. Dagegen gibt die Eigenschaft »,;, daß A(F) und 
(G), nur die Funktion O0 gemein haben, den Satz: wenn k Funktionen 
@,(2),... @,(x) sich aus einer und derselben Funktion F(xz) gemäß den 
Formeln 


(41.) 


8 = f8 
(2) = fi (5) F(x),...6,(2)= fi (3,)F@) 
ableiten lassen und der Gleichung 


0= fl) Gl) +++ Frl) @r(a) 
genügen, so ist @,(2)=0,...G,(2)=0. Legt man aber für r, die Fassung 
„aus BAF(z) =0 folgt AF(z) = 0“ zugrunde, so erhält man, da 


(2) R=BA-hWhlE) + the) CH) 


ist, den Satz*): aus der einen Gleichung 





*) Die Gleichung (25.), welche r, in Evidenz setzt, lautet hier: 
Fa 1) + + ar) Fo | - FD], 





VERTETER EN: 
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ha) HE) Flo) + + ha) KZIF 0) = 0 
folgen die k Gleichungen 
Hs.) F(x)=0, ... hl.) F(x)=0. 


VI. Wendet man auf die Funktionen einer Schar (F) die Haupt- 
faltung von (2) an, so erhält man eine Faltung von (F), welche die 
Hauptfaltung von (F) heißt*). 

Damit ist zugleich festgestellt, daß jede Schar (F) mindestens eine 
Faltung besitz. Hieraus kann man nebenbei schließen, daß es zu jeder 
endlichen Schar (M) <(F) eine Schar gibt, die zu ihr in (F) komplemen- 
tär ist; denn die größte zu (M) orthogonale Schar hat diese Eigenschaft. 


S5. Isobare Funktionen. 


I. Ordnet man den Potenzprodukten xz{'...z#* mit ganzzahligen 
nichtnegativen Exponenten derart Konstanten zu, daß sich bei Multipli- 
katıon von Potenzprodukten die zugeordneten Konstanten addieren, so 
pilegt man diese Konstanten als die Gewichte der Potenzprodukte zu be- 
zeichnen. Es ist dabei klar, daß man dem Potenzprodukt 1 das Gewicht 0 
geben muß und daß man die Gewichte der n Potenzprodukte z,,...2, 
willkürlich festsetzen kann. Werden dieselben mit h,,... h, bezeichnet, so 
hat zf:... 25*r das Gewicht ha, +++ han. 





(0 
worin N,(z) = (Z)F@ gesetzt ist, und ist daher eine Summe von k Gleichungen 


(25*.). Dagegen gilt die entsprechende Gleichung für s, wieder in der Verschärfung 


Rue ld 
z5,(5,) 1) ls (@)6 sa) = u(z „)M (2), 
worin M(x) = & fz(2)G@;(z) gesetzt ist. 
ß 


*) Hat eine Schar (F), für welche eine Faltung definiert ist, die besondere 
Eigenschaft (F)= (F), so kann man für je zwei Funktionen F,(x), F,(z) aus (F) die 
beiden Größen F, (-) F,(-) und F,(-) F, (-) bilden. Dabei ist bei der Bildung von F, (-) F, (-) 
F,(z) zu (F), F,(x) zu (F) zu rechnen, dagegen bei der Bildung von F,(-) F, (-) F, (x) 
zu (F), F,(x) zu (F) zu rechnen. Die beiden Größen F, (-) F,(-) und F,(-) F,(-) brauchen 
nun durchaus nicht einander gleich zu sein. Die Hauptfaltung hat die besondere Eigen- 
schaft, daß stets F\ (-) F,(-) = F,;(-) F, (-) ist, wie aus (35.) hervorgeht. 

Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 1/2. 





34 E. Fischer, Über die Differentiationsprozesse der Algebra. 


Eine Funktion F(z), welche von 0 verschieden ist, pflegt man 
isobar vom Gewicht h zu nennen, wenn alle in ihr (mit von O0 verschiedenen 
Koeffizienten) auftretenden Potenzprodukte dasselbe Gewicht h haben. 

Ferner wird festgesetzt, daß die Funktion 0 ebenfalls isobar genannt 
wird, und daß ihr alle möglichen Konstanten als Gewichte zugeordnet werden. 
Dank dieser Festsetzung gelten folgende Behauptungen. 

Von jedem Gewicht gibt es mindestens eine isobare Funktion. Die 
sämtlichen isobaren Funktionen eines vorgeschriebenen Gewichts bilden eine 
Schar. Sind f(x) und F(x) isobare Funktionen von den Gewichten / und s, 


so sind die Funktionen HZ)F (x) und f(z)F(x) isobar und haben die Ge- 


wichte s—/! und s+ |. 

Eine Schar heißt isobar, wenn jede einzelne Funktion der Schar 
isobar ist und alle Funktionen der Schar dasselbe Gewicht haben; dieses 
heißt dann auch das Gewicht der Schar. 

II. Besondere Umstände treten ein, wenn die Gewichte aller von 1 
verschiedenen Potenzprodukte reell und positiv sind, d. h. wenn 

(43.) h>0,...1,>0 
ist. 

In diesem Falle ist jede isobare Schar endlich. Ferner sind die 
einzigen isobaren Funktionen vom Gewicht 0 die Konstanten. Und von 
einem vorgeschriebenen Gewichte, welches reell und <0 (oder auch nicht 
reell) ist, gibt es nur eine isobare Funktion, nämlich die Funktion 0. 

Sind daher F(xz), F,(x) isobare Funktionen und das Gewicht von 
F(x) größer als das von F,(z), so ist 


0) 
Sind aber F(z), F,(x) isobare Funktionen gleichen Gewichts, so 
reduziert sich die Funktion F(2-) F,(z) auf eine Konstante: 


F(Z_)F,(@) = Ir)r@)|, 
Daher ist nach (35.) 


Ö ö 
F(Z,JFı(@)= Fı(5,)F(@), 
und die Hauptfaltung von (F) ist durch 





een. 
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F(-) Fı() = F(Z)F.@) 


gegeben. 

Ist A,=1,...h„=1, so pflegt man statt isobar und Gewicht die 
Ausdrücke homogen und Grad zu gebrauchen. 

III. Den Variablen z,,...x, seien positive Gewichte (43.) erteilt. 

Ein spezieller Polarenprozeß erster oder zweiter Art heißt isobar, 
wenn seine Anwendung auf isobare Funktionen stets wieder isobare Funk- 
tionen gibt. So ist der Prozeß {0} isobar. 

Ist II ein von [0} verschiedener isobarer spezieller Polarenprozeß, 
so gibt es eine bestimmte reelle Zahl Z derart, daß, wenn s das Gewicht 
einer isobaren Funktion F(x) bezeichnet, stets s +2 das Gewicht der Funk- 
tion I F(x) ıst. 2 heißt das Gewicht des Prozesses II. Dem Prozeß |0} 
werden alle möglichen Konstanten als Gewichte zugeordnet. 


Der Prozeß K2) ist dann und nur dann isobar, wenn die Funk- 


tion f(x) isobar ıst. Der Prozeß f(x) ıst dann und nur dann isobar, 
wenn die Funktion f(x) isobar ist. Hat die isobare Funktion f(x) das 


r 


Gewicht /, so hat der Prozeß r( —) das Gewicht — /!, der Prozeß f(x) das 


1) 
Gewicht 1. 

Um die hier über isobare spezielle Polarenprozesse aufgestellten 
Behauptungen zu beweisen kommt es nur darauf an zu jeder nicht iso- 
baren Funktion f(x) eine solche isobare Funktion F (x) zu konstruieren, daß 


HZ)F@) nicht isobar ist. Hierzu genügt es, wenn f(z)=f,(2)+f,(2)+--- 


gesetzt wird, worin fı(z),fs(x),... von 0 verschiedene isobare Funktionen 


von den Gewichten !, </!,<... bedeuten, F(z) = f,(z) fs(z) zu nehmen, 


weil nach (40.) h(Z-)F (2) +0 und f ( S)F(@) +0 ist. 


Ist von zwei transponierten speziellen Polarenprozessen f 2). f(«) 


oder von zwei reziproken speziellen Polarenprozessen I): f(x) der eine 


isobar, so ist auch der andere isobar. 
h* 
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$6. Modulsysteme, die aus isobaren Funktionen bestehen. 


Wenn wir die fürdie Schar (2) aufgestellten Sätze 19., 20. gemäß der 
in $3 IV. gegebenen Anweisung auf geeignete Teilscharen übertragen, so 
ist besonders der Fall wichtig, daß A*, B* endlich werden, weil man dann 
nach Satz 15. die Theorie der ausgezeichneten Paare anwenden kann. 
Dazu dient die Einführung der isobaren Funktionen *). 

Den Variablen z,,.... x, seien die Gewichte Ah, > 0,...h,> 0 erteilt. 

I. Es sei eine von O verschiedene isobare Funktion f(z) vom Ge- 
wichte 2 gegeben. Wir bilden die Schar (F) aller isobaren Funktionen 
von einem gegebenen Gewicht s und die Schar (@) aller isobaren Funkti- 
onen vom Gewicht s—I. Ferner bezeichnen wir mit (M) die Gesamtheit 
aller derjenigen Funktionen M(z) von (F), welche der Kongruenz 


M (x) = 0 mod. f(x) 
genügen, mit (?) die Gesamtheit aller derjenigen Funktionen $&(r) von 
(F), für welche 


ea OÖ 
gilt. 
Wir definieren nun lineare Operationen A*, B* für (F), (G) durch 
WE: 2.0 
A"’Fe)= KSrF@). 
B*@Gix) = f(x) @(&), 
worin F (x), @(x) beliebige Funktionen aus (F), (@) bedeuten. A*, B* sind 
also die Wirkungen der für (42) definierten Polarenprozesse A = Hz) 
B=(x) auf die Scharen (F), (@). Da nun A(F} <(@G), B(G)<(F) ıst, 
so kann man aus Satz 19. schließen, daß A*, B* ein reziprokes Paar line- 
arer Operationen für (F), (@) in bezug auf die Hauptfaltungen bilden. 


Da aber (F), (@) endlich sind, so sind auch A*, B* endlich und bilden daher 
nach Satz 15. ein ausgezeichnetes Paar für (F), (G@), und man kann auf 





*) Vermöge abermaliger Anwendung von $ 3 IV. könnte man den Bereich 
aller isobaren Funktionen durch einen geeigneten Teilbereich (in der früheren Arbeit 
Formenstaat genannt) ersetzen. Man gewinnt aber damit wenig, weil die so entste- 
henden Verschärfungen der folgenden Sätze meist ohnehin aus den hier gegebenen 
expliziten Formeln unmittelbar abgelesen werden können. 
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sie die Sätze 2., 3., 5., 9., 16. anwenden. Dabei verwenden wir wieder die 
Bezeichnungen R=BA, S=AB, die also für (42) definierte Polarenprozesse 
bedeuten. 


Es ist nun 
B(6) = (M), (F)= (2). 
Ferner 
besteht (@), nur aus der Funktion 0, 
und es ist daher, da A(F) und (@), in (@) komplementär sind, 
A(F) = (6). 

Hiernach hat man folgende Sätze: 

Jede Funktion F(x) aus (F) besitzt eine eindeutige Zerlegung 

(44.) F&)=M@+&(e) 

in die Summe einer Funktion M(z) aus (M) und einer Funktion &(z) 
aus (2). 

Jede Funktion @(z) aus (@) läßt sich auf mindestens eine Weise 
in die Gestalt 


G (2) = HF (®) 


setzen, worin F(x) eine Funktion von (F) bedeutet. 
Durch die Gleichung 


G@) = MZ)M@) 


wird eine umkehrbar eindeutige Abbildung zwischen (M) und (@), durch 
die Gleichung 
(45.) Ga) = IE) WE 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung von (@) auf sich selbst definiert; 
dabei bedeuten M (x), @(x), @’ (x) Funktionen aus (M), (G), (@). 
Es gibt solche Konstanten a,,...a, daß für jede Funktion @(z) 
aus (G) und für jede Funktion M (x) aus (M) die Beziehungen 
Ga) =(1$+.-+a,S)Ga(e), 
M(2)= (a R+--+a,R”)M (a) 
gelten. 
Die Auflösung von (45.) ist durch 
(x) = (aaS’+:.-+ a,5") @ (x) 
gegeben. Die Gleichung 
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M(«) = («) @(e), 
in welcher @(x) eine Funktion von (@) bedeutet, hat die Auflösung 
(0 
62) = F(5;) (mRP+ + a,R') M(e). 


In der Zerlegung (44.) ist M(x) durch 
M (x) = (aR+ »--+.a,R’) F(x) 
gegeben. 
Aus Satz 16. erhalten wir zunächst den Satz: 


Wenn eine Funktion M(z) aus (F) die Eigenschaft hat, daß für 
jede der Gleichung IS)e@) = 0 genügende Funktion P(z) aus (F) auch 


die Gleichung M(2- &(x) = 0 besteht, so ist M(x) = 0 mod. f(x). 


Ferner gibt Satz 16. zwei Sätze, die auch unabhängig davon leicht 
einzusehen sind: Wenn eine Funktion $(x) aus (F) der Bedingung 


TEATIESE TE —0( für alle @(z) aus (@) 


genügt, so ist IE)®@) —=0(. Wenn eine Funktion 7(z) aus (G@) der 
Bedingung 

mia ı\ 529 " 

F(Z,)1(5,)Fl@) = 0 für alle F(e) aus (F) 
genügt, so ist 7(x)=0. Diese Sätze ergeben sich nämlich unmittelbar, 
indem man die Voraussetzungen auf die Funktionen @ (x) = I)®@), bzw. 


F (x) = P(x) f(x) anwendet. 

II. Es seien k isobare Funktionen f, (%),... f(x) von den Gewichten 
l,,...i, gegeben. Wir bilden die Schar (F) aller isobaren Funktionen von 
einem gegebenen Gewicht s und die Scharen (G}),... (@,), worin (@,) die 
Schar aller isobaren Funktionen vom Gewichte s—/, bedeutet. Wir be- 
zeichnen mit (M) die Gesamtheit aller derjenigen Funktionen M (x) aus 
(F), welche der Kongrenz 

M (z) =0 modd. f, (®), ...f, () 
genügen, mit (&) die Gesamtheit aller derjenigen Funktionen P(z) aus 
(F), welche dem System von Gleichungen 


hl)... 0A) 
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genügen. Ferner bezeichnen wir mit ((N)) die Gesamtheit aller Systeme 
N,(&),...N,(x) von je k Funktionen aus bzw. (G,),... (G,) von der Be- 
schaffenheit, daß sie sich aus einer und derselben Funktion F (x) von (2) 
gemäß den Formeln 


N, (x) = HEIF@), .. Aula) =], (Z)F@) 
ableiten lassen, mit ((#)) die Gesamtheit aller Systeme #, (x), ... #, x) 
von je k Funktionen aus bzw. (G}),... (@,), welche der Gleichung 
0=fhea) Ald)+ ++) Pr) 
genügen. 

Indem wir noch als Hilfsmittel zur Beweisführung vorübergehend 
Variable «,,... 4, einführen und unter (G@*) die Schar aller derjenigen 
Funktionen u, @,(2) +++ u, G,(2) der n+%k Variablen z und u ver- 
stehen, in denen @,(x) zu (@,) gehört, betrachten wir die Wirkungen A*, B* 
der durch (41.) definierten A,B auf die Scharen (F),(@*). Da nun 
A(F) < (@*),Bi@*)<(F) ist, so kann man aus Satz 20. schließen, daß 
A*, B* ein reziprokes Paar linearer Operationen für (F), (@*) in bezug auf 
die Hauptfaltungen bilden. Da aber (F), (@*) endlich sind, so sind auch 
A*,B* endlich und bilden daher nach Satz 15. ein ausgezeichnetes Paar für 
(F), (@*), und man kann daher auf sie die Sätze 2.,3.,5.,9.,16. an- 
wenden. Dabei bezeichnen wir wieder mit R den für (42) definierten Polaren- 
prozeß (42.) 

Es ist nun B(G*) = ei ); wenn sich nämlich eine Funktion M(x) 
aus (F) in die Gestalt M(x) = fı(z) @,(®) +» + fı(z) @,(z) setzen läßt, 
worin die G,(z) Funktionen aus (2) Pe so läßt sie sich auch der- 
art in diese Gestalt setzen, daß G,(z2) zu (G@,) gehört. Aus dem ent- 
sprechenden Grunde ist A(F) die Gesamtheit derjenigen Funktionen 
AM, N,(&) + ---+ u, N,(x), in welchen das System N,(z),...N,(x) zu ((N)) 
gehört. Hiernach gelten folgende Sätze: 

Jede Funktion M(x) aus (M) läßt sich auf eine und nur eine 
Weise in die Gestalt 

(46.) M(«) = fı(®) 2) ++ iz) Ni) 
setzen, wobei N,(z),... N,(x) ein Zn aus ((N)) bedeutet. 

Jedes System N,(z),... N,(x) aus ((N)) läßt sich auf eine und nur 
eine Weise in die Gestalt 
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= 18 —- /0 
(47.) N,(z) = h(z) M(z),.... N,(«) = },(Z,)M@) 
setzen, wobei M(x) eine Funktion aus (M) bedeutet. 
Die Gleichung 


Ma) =(h) AÖ&)+--+r0) KA) MR) 


definiert eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Schar (M) auf sich 
selbst, wenn M(x) und M’(x) Funktionen aus (M) bezeichnen. 
Das System von Gleichungen 


definiert eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Gesamtheit ((N)) auf 
sich selbst, wenn N, (&),... N,(z) und N!(x),... N;(x) Systeme aus ((N)) be- 


zeichnen. 
Es gibt solche Konstanten a,,...a,, daß für jede Funktion M (x) 


aus (M) die Gleichung 
(48.) M(<)=(aR-+:--+a,R)M (x) 
besteht. 
Bezeichnet man mit Il,, den Polarenprozeß 


l,= 5)“ Rt. t+a,R)/,(z), 


so besteht für jedes System N, (x),...N,(x) aus ((N)) das System von 
Gleichungen 


PP 300 VRGPTERER Veh ARHRTGESREN | Ser 


Die Funktionen N,(z) der Darstellung (46.) sind durch 


N,(a) =FlZ)(aR’ + +a,R) M(e) 


gegeben. 

Die Funktion M(x) der Darstellung (47.) ist durch 

M(@) = (aR’+.-++a,R) (a) N, @)+ ++ la) N,(@)) 
gegeben. 











FE 
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Jede Funktion F (x) aus (F) läßt sich auf eine und nur eine Weise 


in die Summe 
F&)=M(a)+P(r) 
einer Funktion M (x) aus (M) und einer Funktion $(x) aus ($) zerlegen. 
In dieser Zerlegung ist M (x) durch 
M (x) = (a,R+:---+a,R') Fix) 
gegeben. Damit daher eine vorgelegte Funktion M (x) aus (F) zu (M) ge- 
hört, ist notwendig und hinreichend, daß sie der Gleichung (48.) genügt. 


Jedes System @,(x),.... @,(x) von %k Funktionen aus bzw. (G}), ... (G;) 
läßt sich auf eine und nur eine Weise in 


G,(2) = N,@) + Pla), ... @(%) = Na) + Pur) 


zerlegen, wobei das System N,(z),... N,(x) zu ((N)), das System #, (x), ...P,(z) 
zu ((7)) gehört. In dieser Zerlegung sind N,(®j,... N,(x) durch 


N,(&) Su Il,, G,(%) + ri Fr I,. @,(8) 


N,(z) = I, @(2) + ++ Tl, 648) 
gegeben. Damit daher ein vorgelegtes System N,(z),.... N,(«) von %k Funk- 


tionen aus bzw. (G,),.... (@,) zu ((N)) gehört, ist notwendig und hinreichend, 
daß es dem System von Gleichungen (49.) genügt. 


Aus Satz 16. erhalten wir zunächst die Sätze: 
Wenn eine Funktion M(x) aus (F) die Eigenschaft hat, daß für 


jede den Gleichungen f, (2)2e) =0,...fr (2) &(x) = 0 genügende Funk- 
tion &(z) aus (F) auch die Gleichung M (2) Be) — 0 besteht, so ist 


M(xz) = 0 modd. fı(), ... (2). Wenn ein System N,(x),... N,(z) von k 
Funktionen aus bzw. (@,),... (@,) die Eigenschaft hat, daß für jedes der 


= #ON,Y 0 =#0\y/0 si 
Gleichung #(5-)hlz,) + ch F(5,)h(5,) = /0} genügende System 
P,(x),... #,(x) von k Funktionen aus bzw. (G,),... (G,) auch die Gleichung 
#(2) N,(2)+ ++ ZI)”, (z) =0 besteht, so gibt es mindestens eine 
TR tON\y 
Funktion F(z) aus (2), sodaß N, (z) = Z)F @). ...N,(a) = (5) F (x) 


ist. 
Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 1/2. 6 
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Die beiden anderen noch aus Satz 16. zu entnehmenden Sätze sind 
wieder (wie in I.) auch unabhängig davon leicht einzusehen. 

III. Wir wollen einen in I. für isobare Funktionen bewiesenen Satz 
auf beliebige Funktionen ausdehnen. Es sei eine von O verschiedene Funk- 
tion fix) gegeben. Dann wollen wir zeigen, daß sich jede Funktion @ (x) 


auf mindestens eine Weise in die Gestalt @(x) = HS)F@) setzen läßt. 


Als Hilfsmittel führen wir für &,,...z, Gewichte A, >0,...h,> 0 
ein. Ist Q(z) eine nicht isobare Funktion, so kann man sie auf eine und 
nur eine Weise in eine Summe von O0 verschiedener isobarer Funktionen 
verschiedener Gewichte zerlegen; von diesen Funktionen bezeichnen wir die- 
jenigen, welche das kleinste und größte Gewicht haben, mit Q,.(%) und 
Our (x). Ist Q(x) isobar, so verstehen wir unter Q,„(2) und Q,..(%) die 
Funktion Q(z) selbst. Wir wollen nun den angekündigten Satz in folgender 
Verschärfung beweisen: die Gleichung 


er 
(50.) Ge) = HZ) min (2) @ () 
definiert eine umkehrbar eindeutige Abbildung von (42) auf sich selbst. 
Ist nämlich erstens die Gleichung (50.) erfüllt, so muß 
: d ‚ 
Ge (€) ne Fin (55) Fin (X) G na (X) 


sein, weil im Falle @’(ix) #0 die rechts stehende Funktion nach (40.) von 0 
verschieden ist. Im Falle @’(z) +0 ist daher auch @(x)+0. Damit ist 
bewiesen, daß die Gleichung (50.) für @(z)=0 nur die Lösung @’(x) = 0 
und daher für beliebig vorgelegte @(x) höchstens eine Lösung @’(x) besitzt. 

Ist zweitens G (x) vorgelegt, so gibt es nach I. eine und nur eine 


isobare Funktion A (x), sodaß 

Gans (2) = Fun (3) Fin (2) H (2) 
ist. Die Funktion G,(2) = @(z) — HZ.) Farin (2) A (x) ist dann entweder = 0 
oder e8 ist @,n., (2) von geringerem Gewicht als @,„,.(%). Setzt man daher für 
eine solche Funktion die Möglichkeit der Darstellung @, (x) = Kol (x) (x) 


bereits voraus, so genügt die Funktion @(z) = H(x) +Gi(x) der Glei- 
chung (50.). 











E. Fischer, Über die Differentiationsprozesse der Algebra. 


S?. Polarenprozesse. 


I. Für die Schar (F) seien A>1 lineare Operationen A,,... A, 
gegeben, die sämtlich der Bedingung A,(F) <(F) genügen. Eine lineare 


Operation für (F) heißt aus ihnen unter Zugrundelegung der Reihenfolge 
Ay... A, ableitbar, wenn sie sich auf mindestens eine Weise in die Gestalt 


(51.) en Av, ... vn A,h ... Ar: 


setzen läßt, in der die «a Konstanten bedeuten und die Summe = über 
endlich viele Systeme ganzzahliger nichtnegativer », ‚...»v, erstreckt wird. 
Der Sinn des Ausdrucks 
HA... A,) 
worin f eine ganze rationale Funktion von beliebig vielen Argumenten und 
&,...f ebensoviele Zahlen, von denen jede der Reihe 1,...h angehört, 
bedeuten, ist nicht ohne besondere Festsetzung klar. Wir definieren nun 
den Sinn dieses Ausdrucks unter Zugrundelegung der Reihenfolge A,,...A,. 
Zu dem Zwecke ordnen wir jeder der Öperationen A, eine Variable £, 


zu, setzen 
..t,) =, "FUHREN -— ZRERE —, 


und definieren nun 
(A, ... A,) -— 1 2 Alvı »..up Ayh ... Ar. 


Dann ist also f(A,,...A,) eine aus den Öperationen A,,... A, unter Zu- 
grundelegung der Reihenfolge A,,... A, ableitbare lineare Operation für (F). 
Ist z. B. f(y,2)=yz°, so ist f(A,,A,) =A}, f(A, A,) = A, Al, f{A,,A,) = AZA,, 
{A,A,) =A2. Jede aus A,,... A, unter Zugrundelegung der Reihenfolge 
A,,...A, ableitbare lineare Operation für (F) läßt sich auf mindestens eine 
Weise in die Gestalt f(A,,...A,) setzen; wird sie nämlich durch (51.) dar- 
gestellt, so braucht man nur &a,.....,&% ...t; mit f(t,„...£) zu bezeichnen. 

Der Begriff der Polarenprozesse wurde in $4 I. erklärt; es sind 


Ö 


das die aus den Operationen An Zu Tee Um ableitbaren linearen Opera- 
1 


’ 
n 


tionen für (2). Da zwischen den beiden Operationen = und z, die Glei- 


chung z sn = {1} besteht, im übrigen aber zwischen den 2n Ope- 
rationen Vertauschbarkeit herrscht, so ist jeder Polarenprozeß aus ihnen 


6* 
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unter Zugrundelegung der Reihenfolge 


B) ö 
(52.) a 


ableitbar. Wir wollen den Sınn des Ausdrucks f(v,... W), worin f eine 
ganze rationale Funktion von beliebig vielen Argumenten und v,... W 
ebensoviele Operationen, von denen jede der Reihe (52.) angehört, bedeuten, 


stets unter Zugrundelegung der Reihenfolge (52.) verstehen. Jeder Polaren- 
6) 


n? 04, ah 


3 Ins ++ U 


prozeß ist in der Gestalt (a. a n- ) darstellbar, wofür wir kurz 


/ (2; =) schreiben. Übrigens ist an der Festsetzung der Reihenfolge (52.) 


6) ER 
nur wesentlich, daß immer 5, OT % kommt, da im übrigen Vertausch- 


barkeit herrscht. 
Wir wollen jetzt zeigen, daß die Darstellung f (25) der Polaren- 


We 6) 0) i 
prozesse eindeutig ist, d. h. daß aus he; =.) = fi (2; =) die Gleichung 
fı (y; 2)= f(y; 2) in 2n Variablen Y,,...%,5 2, ... 2, folgt, m. a. W. daß aus 
f(2; 5.) = {0} die Gleichung f(y; 2) = 0 in 2 Variablen folgt. Wir wollen 


also folgenden Satz beweisen: 
Satz 21. Ist f(y;z)#+0,so gibt es eine Funktion F(r) aus (2), 


sodaß ( 2 2) F(x) #0 ıst. 


Zum Beweise entwickeln wir f(y; 2) nach Potenzprodukten der 2 und 
suchen unter denjenigen Potenzprodukten der z, welche mit von 0 ver- 
schiedenen (i. a. noch die y enthaltenden) Koeffizienten auftreten, das 


tieiste*). Wird dieses F(z) genannt, so ist I(e; Z)F (2) # 0. 


Diesen Satz müssen wir für spätere Anwendung noch so ver- 


schärfen: 
Satz 22. Ist f,(y;2)=0,... f(y; 2)+0, so gibt es ein Potenzprodukt 


z7ı...ıcın, sodaß he; 2) 2... re, ... Ile; = 27°...%0%+0 ist. 


Um diesen Satz zu beweisen, gehen wir von einer Funktion f(y; 2) + 0 





*) z&ı ,..2%n heißt höher als 2°... zn (in bezug auf die Reihenfolge z,, ... 2n), 
wenn von den Differenzen aı — ßı,... &n— ßn die erste von O0 verschiedene 0 ist. 





EEE 
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aus und bezeichnen die höchste in f(y; 2) auftretende Potenz von z, mit zii. 
Es gibt dann eine ganze rationale Funktion @(y;z2) von der Beschaffen- 
heit, daß für jedes Potenzprodukt x7:... Ar, dessen Exponenten den Be- 
dingungen 71, >"a,,...7,> a, genügen, die Gleichung 


16) 
Ha 5.) a7 ...a0 = at. ame G(e; 7) 


besteht. Ist nun bei Entwicklung von f(y;z) nach den z das höchste 
Glied Y(y)2r: ... 2%”, so hat G@(y;z) bei Entwicklung nach den z das von 
0 verschiedene Glied Yl(y) yr== ... yanın ziı ... zn als höchstes Glied. Es 
ist also G(y;2)+0. Wenden wir dies auf jede der Funktionen f,,... fi 
an, so erhalten wir Funktionen G@,,...@, die alle +0 sind, und man 
braucht, um die Behauptung des Satzes einzusehen, nur die n hinreichend 
groß und so zu wählen, daß das Produkt G,(z2; 7)... @,(x; rn) #0 ist. Da- 
mit ist der Beweis des Satzes 22. und zugleich ein neuer Beweis für Satz 
21. erbracht *). 

Nach der durch Satz 21. bewiesenen Eindeutigkeit der Darstellung 


(2; =) können wir jedem Polarenprozeß Tl einen bestimmten Polarenprozeß 


’ | ö ö 
I” zuordnen durch die Festsetzung, daß, wenn Il= 1a. 9 du 35) 


ist, = Kz- vn 3 us 2,) ‚sein soll. Dabei ist also dieses Zeichen, 


für das wir auch kurz t(&;2) schreiben, auf Grund der Reihenfolge (52.) 


zu verstehen. Wir nennen Il und II’ transponierte Polarenprozesse**). 
Setzt man auf irgendeine Weise 


f(y; 2) = Pı(y) Qı(2) + + Pıly) Qıl2). 
so ıst für jede Funktion F(z) aus (42) 


f(&; 2) F@) = Pia) Q (2) Fe) + + Pie) &.(Z) Fa), 


(2:2) Fle)= Que) Pı(2;) Fe) + --- + Qi) P(Z,) Fle) 





*) Die Methode reicht auch aus, um den Satz zu beweisen, daß ein Produkt 
mehrerer von {0} verschiedener Polarenprozesse stets wieder von {0} verschieden ist. 
**) Ohne Beweis sei der Satz erwähnt, daß für Polarenprozesse Il, und Il, stets 
(1, 0,) = U Il; 
gilt. 
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Die Erklärung der Zeichen 25.) HK; z) hätte man auch in der 
folgenden kurzen Fassung geben können. Der Sinn eines Zeichens 


Ha. BE © 3 a 2), in welchem nur vertauschbare Operationen vor- 
yv+ n 


kommen, ist schon nach $4 Il. ohne Festsetzung einer Reihenfolge (52.) 
klar. Wendet man diese Bemerkung auf das Gebiet von 2n Variablen 
Li, ...Zn5 &1, .:.&, an, so kann man also ohne weitere Erklärung 


(53) Kise)=tl&5) Pe,  Mese)= 152) Fe) 


bilden. Und nun hätte man definieren können: 
Ö Ö 
fz; 2 )r(e) = Kia; x), (4; e) F(z) = M(z; x). 


Schließlich heben wir das folgende Beispiel eines Polarenprozesses, in 
welchem nur vertauschbare Operationen vorkommen, im Gebiete der 2n 
Variablen x und $£ hervor. Es seien endlich viele verschiedene Potenzprodukte 


x0°...x5» gegeben, und man setze 
(54.) w(8; 2) = z- 


worin die Summe 3 so zu erstrecken ist, daß x7'...2%» die gegebenen 
[7 


a a 
.. Enn a9 ... an 





0.!... 05} e 


Potenzprodukte durchläuft. Dann bilden wir den Polarenprozeß w($; =) 


Er hat folgende Eigenschaft. Ist F(x) eine Funktion der x allein, in 
welcher keine anderen Potenzprodukte auftreten als die gegebenen zur 
Konstruktion von w($; x) benutzten, so ist, wie aus (34.) erhellt, 


Ö 
(55.) r&) = [o(&; 2) F@)] 
Diese Gleichung gilt aber auch in der Verallgemeinerung 
| Ö 

L(5; 5) = |o(&; 2) L(5; 2) | 

wenn in L($;x) keine anderen Potenzprodukte der x vorkommen als die 
zur Konstruktion von w(;x) benutzten. Diese Bemerkung wenden wir 
auf die Funktionen (53.) an; danach kann man also zu den gegebenen 


Funktionen F(xz) und f($;x) die Funktion (54.) so konstruieren, daß unter 
Verwendung der Bezeichnungen (53.) die Gleichungen 


(5 5)r9= [o(52)&6=)|_, 


z=0 


’ 
z=0 


z=() 











ie a 
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6) 16) 
Na52) Fa)-[o(352) Mo] 
bestehen, denen man durch Einführung der Funktion 


(56.) A($;x) = w($;x) f($; ®) 
die Gestalt 


ts )r@=[A&2)r@|_, 


(57.) 
Hr) F(2)= 14 (Ge)Fo) 








geben kann. 
Sind die bei der Konstruktion von (54.) benutzten Potenzprodukte 
speziell die sämtlichen Potenzprodukte vom Grade &, + :--+0o,=s, so ist 


s! w($;2) = (&,%, + + 5,2,); und es kann s! o(5; 2) als die s!® Potenz 


des Prozesses u +e..+8, 2 aufgefaßt werden, welcher das bekannteste 
1 n 
Beispiel eines Polarenprozesses bildet. 
& ö d 
II. Satz 23. Für transponierte Polarenprozesse 2; 5). (=) 
und beliebige Funktionen F (x), @(x) gilt stets die Gleichung*): 


(58.) [eIre; 2) F (@)], ar IF (Zr (5:2) 6), 


Um den Satz zu beweisen, betrachten wir erst einen speziellen Fall, 





*) Setzt man den in der vorigen Fußnote erwähnten Satz als bekannt voraus, so 
ergibt sich Satz 23. folgendermaßen. Man bilde die Polarenprozesse 


6) ‚2 
1, = Fü), N, = f(@ =). 1,=6 (5): 
dann sind die transponierten 
[4 6) ’ 6) n [4 Y/m\ 
I, = F(2-) l/= (5; x), l1!= @G(«). 
Nach dem erwähnten Satze sind also 


N1,1,T, und N/TZI 
transponierte Polarenprozesse. Ihre Anwendung auf die Funktion 1 ergibt daher 


162) (2: =) Fa) 1], m [7(2,) (2. ;2) G@) 1 |. 


Diese Gleichung, in der F(x) links und G(x) rechts Prozesse bedeuten, ist aber gleich- 
bedeutend mit der Gleichung (58.), in der F(x) links und @(x) rechts Funktionen 
bedeuten. 
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wobei wir aber die Variablen nicht z,,....z,, sondern z,, ... 2,5, -.. $, nennen. 
Wir behaupten nämlich für jede Funktion A($;x) dieser Variablen und 
beliebige Fünktionen F(x) der x allein, G(£) der & allein die Gleichung 


(59.) [6(5) Al5;2.)F (@)] = | r(2) (3:2) Ga), 


worin die angehängten 0 bedeuten, daß alle n+ » Variablen = 0 zu setzen 
sind. Diese Gleichung leuchtet unmittelbar ein, wenn man auf irgend- 
eine Weise 

A(S$;2) = Pı(8) Qıla)+ + Pıl&) Qulr) 
setzt, weil nach (35.) 


rede, [ee],-[e) re 


ıst. 

Auf diesen speziellen Fall können wir nun den allgemeinen, in 
welchem wir aber die Variablen wieder x,,...x, nennen, durch Einführung 
von Hilfsvariablen $&,...&, zurückführen. Wir können nämlich zu den 
gegebenen Funktionen F(z), @(z), f{$;x) die Funktion (54.) so konstruieren, 
daß unter Einführung der Bezeichnung (56.) die zu (57.) analogen 
Gleichungen 


12) re=|Alsz) Fo], 
(a2) 8@= [Alz52) so], 
bestehen. Dadurch ist aber (58.) auf (59.) zurückgeführt *). 


.) und 8 = /(2.; z)bilden 


0 32 


ein reziprokes Paar linearer Operationen für (2), (22) in bezug auf die 


(60.) 





Satz 24. Die Polarenprozesse A = f ( 


Hauptfaltungen. 





*, Entwickelt man übrigens F(x), G(x), f{$;x) nach Potenzprodukten der 
Variablen, so leuchtet ein, daß es genügt, die Gleichung (58.) für den Fall zu be- 
weisen, daß F,G,f bloße Potenzprodukte sind. Für solche zerfällt aber die Behaup- 
tung in n auf die einzelnen Variablen bezügliche Behauptungen. Es genügt also 
schließlich, für eine Variable x die Gleichung 


a be FL ] 

Far h- de er" 
zu beweisen. Diese kann man unter Einführung der nötigen Fallunterscheidungen 
auch durch direkte Rechnung verifizieren. 
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Setzt man nämlich N(zx) = 2; 2 ) F@) M(x) = le z) @(z), so ist 


d\; (0 o a 
nach (58.) (erw | =[#(2) Me) |, also N(-) @(-) = Fk.) M(.). 
Wir nennen He; =, ı n z) reziproke Polarenprozesse. 
III. Die in $3 V. konstruierten, durch (26.), (27.) definierten, 


linearen Operationen A,B im Gebiete von n+h-+% Variablen z, u und 
ı können durch 


Ki UWE? B— ZBuhn 


dargestellt werden. Nimmt man daher für jede der Scharen (F®), (G®) die 
Schar (2) und als Faltung derselben die Hauptfaltung, sodaß auch die Faltun- 
gen der Scharen (F), (@) die Hauptfaltungen im Gebiete der n+h+ %k Vari- 


” ) 6) 1) 
ablen werden, für A,,, B,, aber reziproke Polarenprozesse f, ‚(e: —) fu ;x), 


so sind A, B die Wirkungen der aus der Funktion 
(61.) K&u2;4)= Sf,(55 2) km, 


entspringenden reziproken Dsckhehhiuine 


ven) Ka; u Fr 3) Kö; ’ du 254) 


im Gebiete der n+h-+ % Variablen auf die Scharen (F), (@). 
Ebenso sind die durch (41.) definierten Operationen A, B die Wir- 
kungen der aus der Funktion 


(63.) Ku; x) = while) ++ fe) 
entspringenden reziproken Polarenprozesse 


z Ö Ö 
(64.) Kw) N) 
auf die Scharen (42), (@). Daher folgt Satz 20. auch aus Satz 24. ver- 
möge der in $3 IV. angegebenen Übertragung auf Teilscharen. 


$&8. Isobare Polarenprozesse. 


Den Variablen z,,... 2, seien die Gewichte Ah, 0, ... h, > 0 erteilt. 
I. Ein Polarenprozeß heißt ısobar, wenn seine Anwendung auf isobare 
Funktionen stets wieder isobare Funktionen gibt. So ist der Prozeß |0} 


isobar. e 
Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 1/2. 
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Ist TI ein von |0} verschiedener isobarer Polarenprozeß, so gibt es eine 
bestimmte reelle Zahl ! derart, daß, wenn s das Gewicht einer isobaren Funk- 
tion F(z) bezeichnet, stets s+/2 das Gewicht der Funktion IIF(x) ist. 
Il heißt das Gewicht des Prozesses II. Dem Prozeß !0} werden alle mög- 
lichen Konstanten als Gewichte zugeordnet. 


Der Prozeß %; =) ist dann und nur dann isobar, wenn die Funk- 
tion f(y; 2) isobar ist, wofern man den y, die Gewichte A, den 2, die Ge- 
wichte — h, erteilt. Der Prozeß 2; = ) und die Funktion f(y;2) haben 


dann dasselbe Gewicht. 
Um die hier über isobare Polarenprozesse aufgestellten Behauptungen 
zu beweisen, kommt es nur darauf an, zu jeder nicht isobaren Funktion 


f(y;z) eine solche isobare Funktion F(z) zu konstruieren, daß 2; 2 )F (x) 


nicht isobar ist. Hierzu genügt es, wenn f(y;2) = fi(y;2)+ ---+ fı(y; 2) 
gesetzt wird, worin f, (y;2),... fs(y; 2) von O0 verschiedene isobare Funktionen 
verschiedener Gewichte bedeuten, F(x) als Potenzprodukt nach Satz 22. 
zu wählen. 


Ö Ö 
Ist von zwei transponierten Polarenprozessen (2; 5) Hz ;z) oder 


von zwei reziproken Polarenprozessen (22), r(& ;r) der eine isobar und 
vom Gewicht /, so ist auch der andere isobar und vom Gewicht —/. 
Der Polarenprozeß w(s $ 2) im Gebiete von 2n Variablen, welcher 


aus der Funktion (54.) entspringt, ist, wenn man £, und z, dasselbe Ge- 
wicht A; >0 erteilt, isobar vom Gewichte 0. 


II. Die reziproken Polarenprozesse A= f (2; ) B= (2) seien 
isobar von den Gewichten —/,l. Es sei (F) die Schar aller isobaren 
Funktionen vom Gewicht s, (@) die Schar aller isobaren Funktionen vom 


Gewicht s—I. Dann ist A(F)< (G), B(@) <(F)*. Aus Satz 24. folgt 





*, Der Gleichung (58.) kann in diesem Falle die Gestalt 


[9 6) ö Ö 
«(Z)1(2: 5.) Fo = Fl); 2)e@ 
gegeben werden, da hierin beide Seiten isobar vom Gewicht O0 sind. 
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daher nach $ 3 IV. und mit Rücksicht auf die Endlichkeit der Scharen 
(F),(@) der Satz: 


Satz 25. Die Wirkungen A*, B* der isobaren Polarenprozesse 


22.). 3:2) von den Gewichten —/, 2 auf die Scharen (F), (@) aller 
isobaren Funktionen von den Gewichten s, s—I bilden ein reziprokes Paar 
endlicher linearer Operationen für (F), (@) in bezug auf die Hauptfaltungen. 

Nach Satz 15. bilden sie daher ein ausgezeichnetes Paar, und man 
kann auf sie die Sätze 2., 3., 5., 9., 16. anwenden. Auch kann man Satz 25. 
durch abermalige Anwendung von $ 3 IV. auf geeignete Teilscharen von 


(F), (@) übertragen. 
: 6) 6) 
III. Es seien hk Paare le; AN (22) rezıproker Polarenpro- 
zesse gegeben W=1,...h1;7=1,...%k). Dieselben seien isobar und von 


solchen Gewichten, daß sich die Gewichte /,, der f, (2:2) durch Vermitt- 


lung von h+% reellen Zahlen s,,t, in die Gestalt 
,=s—1, 
bringen lassen. 

Die s,t, sind durch die gegebenen /,, nicht völlig bestimmt, sondern 
man kann eine von ihnen willkürlich wählen. Nachdem dies geschehen, 
die s,t£, also festliegen, verstehe man unter (F®),(@”) die Scharen aller 
isobaren Funktionen von den Gewichten s,it, und unter den Faltungen 
dieser Scharen die Hauptfaltungen. Bezeichnet man dann die Wirkungen 
der gegebenen Polarenprozesse auf diese Scharen mit A,, B,, so kann man 
$3 V. anwenden. Dabei werden (F), (@) endliche Scharen inn+h+k 
Variablen und A, B die Wirkungen der aus (61.) entspringenden Polaren- 
prozesse (62.) auf (F), (@). 

Man wähle nun zwei reelle Zahlen s, i so, daß alle Differenzen 
s—s; und £—t,>0 sind und erteile den Variablen 4, u, die Gewichte 
s—s,t—t,. Dann sind (F),(@) isobare Scharen von den Gewichten s, i 
und die Polarenprozesse (62.) isobar von den Gewichten t—s,s—1t. 

Ebenso wird, wenn f,(x), ...f,(x) isobare Funktionen von den Ge- 
wichten 2, >0,...7,>0 sind und (F) die Schar aller isobaren Funktionen 
vom Gewicht s bedeutet, und wenn man den Variablen u,, ... #, die Gewichte 
L+1>0,...,+1>>0 erteilt, die in $ 6 II. mit (G*) bezeichnete Schar 
7° 
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in n + k Variablen isobar vom Gewicht s+ 1, und es werden die mit A*, B* 
bezeichneten Operationen für (F), (@*) die Wirkungen der aus (63.) ent- 
springenden isobaren Polarenprozesse (64.) von den Gewichten 1,—1. 


Daher ordnet sich der in $ 6 II. behandelte Fall dem Satze 25. in der durch 
$3 IV. angedeuteten Übertragung auf Teilscharen unter. 


Kapitel III. Kern, Eigenfunktionen und Eigenwerte. 


$9. Funktionen von zwei Variablenreihen *). 


Ist A($5; x) eine ganze rationale Funktion der n + » Variablen 


u © 
51; ... B 

so kann man sie auf mannigfache Weise in die Gestalt 

(65.) As; 2) = Qıl$) Pla) ++ Q,5) Pe) 


bringen, worin die P,(x) ganze rationale Funktionen der x allein, die Q,(3) 
ganze rationale Funktionen der & allein bedeuten. 

Ist A(&;x) +0, so nennen wir die Aleinste Zahl oe, mit der eine 
Darstellung (65.) möglich ıst, den Rang der Funktion A($; x) in bezug auf 
die gegebene Verteilung der n+ » Variablen in zwei Reihen. Eine Dar- 
stellung (65.), in welcher e diesen kleinstmöglichen Wert hat, heißt eine 
kürzeste Darstellung. In einer kürzesten Darstellung sind sowohl ?,(x),... P,(z) 
linearunabhängig als auch @Q,($), ... @,($) linearunabhängig. Der Funktion 
A($; x)= 0 erteilen wir den Rang 0. 

Der Begriff des Ranges der Funktion A($;x) hängt nun eng zu- 
sammen mit dem Begriff ihrer &-Schar und dem ihrer £- Schar. 

Unter der x-Schar der Funktion A($; x) verstehen wir die kleinste 
Schar, welche alle diejenigen Funktionen der x allein umfaßt, die aus 
A($5;x) durch Spezialisierung der & entstehen. Die &-Schar ist endlich; 
liegt nämlich eine Darstellung (65.) vor, so ist die x-Schar < der kleinsten 
die eg Funktionen P,(®),... P,(x) umfassenden Schar. Zur Bestimmung der 
x-Schar einer vorgelegten Funktion A(&; x) dient der folgende Satz: 





*) Die in diesem $ zusammengestellten Bemerkungen, die sich mir übrigens 
bereits vor längerer Zeit bei dem Studium der Helbertschen Arbeiten über Integralglei- 
chungen ergeben hatten, hat auch Herr Weitzenböck gemacht (Rend. Circ. mat. Palermo). 
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Sind in einer Darstellung (65.) die oe Funktionen Q,(8), -.. Q,(8) linear- 
unabhängig, so ist die kleinste die og Funktionen P;(x),... P,(x) umfassende 
Schar identisch mit der x-Schar der Funktion A(&;x). Denn man kann*) 
für die ($) e Spezialisierungen ($'”) derart wählen, daß die Determinante 
IQ,(&'®)|#0 ist, und daher P,(z),...P,(z) durch A(&"; x), ... A(&®; x) 
linear ausdrücken. 

Analog definiert man die $-Schar der Funktion A($;x) und macht 
die entsprechende Betrachtung. 

Gesetzt nun, in einer vorgelegten Darstellung (65.) wären sowohl 
P,(z),... P,(x) Iinearunabhängig als auch Q,(5),... Q,($) linearunabhängig, 
oder, wie wir für einen Augenblick sagen wollen, die Darstellung (65.) wäre 
„doppeltlinearunabhängig“. Dann müßte sowohl die kleinste P,(x), ... P,(z) 
umfassende Schar mit der z-Schar als auch die kleinste Q,(8), ... Q,(£) 
umfassende Schar mit der $-Schar der Funktion A($; x) identisch sein; 
daher müßten die z-Schar und die &-Schar von A(£;x) beide den Rang o 
haben. 

Ist nun eine von 0 verschiedene Funktion A(&; x) vorgelegt, so sind 
ihre kürzesten Darstellungen, wie schon bemerkt, doppeltlinearunabhängig. 
Folglich gibt es tatsächlich doppeltlinearunabhängige Darstellungen, und es 
ergibt sich daher zunächst der Satz, daß die z-Schar und die $-Schar 
von A($; x) gleichen Rang haben. Zugleich ergibt sich, daß dieser gemein- 
same Rang der z-Schar und der $-Schar identisch ist mit dem Range 
der Funktion A(5; x), womit eine von den Darstellungen (65.) unabhängige 
Definition des Ranges der Funktion A(; x) gewonnen ist. Endlich ergibt 
sich, daß auch umgekehrt jede doppeltlinearunabhängige Darstellung eine 
kürzeste ist. 

Ist A(&; x) = 0, so haben sowohl die x-Schar als die $-Schar von 
A($;x) den Rang 0, und der Rang der Funktion A($;x) ist nach Defini- 
tion auch 0. 

Offenbar kann man den Rang von A($;x) auch definieren als den 
kleinsten Wert e, für welchen die mit (o-+ 1)» Variablen &” und (e+1)n 





*) Ist allgemein Q,(8),... @,($) ein beliebiges System von e Funktionen, so 
ist sein Rang (d. i. der Rang der kleinsten diese Funktionen umfassenden Schar) offen- 
bar identisch mit dem Range der mit g» Variablen &( gebildeten Matrix 


Q,(&») (a,8=1,...0). 
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Variablen x” gebildete _-+ 1-reihige Determinante |4 (8; x'®)| ver- 
schwindet. 

Hat A($; x) den Rang g>0 und sind P,(z),... P,(z) e linearunab- 
hängige Funktionen aus der x-Schar der Funktion A($; x), so gibt es eine 
und nur eine Darstellung (65.), in welcher gerade diese Funktionen 
P,(x), ... P,(x) auftreten. 

Es sei (F) eine Schar von Funktionen der x allein. Dann nennen 
wir A(&; x) eine zwevreihige Funktion über (F), wenn es eine Darstellung (65.) 
gibt, in der P,(x),... P,(x) der Schar (#) angehören. Dazu ist notwendig, 
daß für die Funktion A($;x) die x-Schar <(F) ist. Dies ist aber auch 
hinreichend, da, wenn A(&;x) +0 ist, in jeder kürzesten Darstellung die 
Funktionen P;(x), ... P,(x) der x-Schar von A($;x) angehören. Ist ebenso 
(H) eine Schar von Funktionen der $ allein, so heißt A(&;x) eine zwei- 
reihige Funktion über (#7), wenn es eine Darstellung (65.) gibt, in der 
Q,(8), ... Q,($) der Schar (H) angehören, und dafür ist notwendig und hin- 
reichend, daß für die Funktion A($;x) die 5-Schar < (H) ist. 

Ist A($; x) sowohl zweireihige Funktion über (F) als auch zweireihige 
Funktion über (4), so gibt es eine Darstellung (65.), in der gleichzeitig 
Pı(z),... P,(x) zu (F) und Q,($), ... @.(&) zu (HZ) gehören; denn jede kür- 
zeste Darstellung hat diese Eigenschaft. Wir nennen A(&;x) kurz eine 
zweireihige Funktion über (F), (H). 


$10. Kerne linearer Operationen. 


I. Im Gebiete der Variablen z,,...x, sei A eine lineare Operation 
für die Schar (F). Wenn die Besonderheit eintritt, daß die Funktionen von 
(F) bloß von z,,...z, und die Funktionen von A(F) bloß von &,,,,-.. 2, 
abhängen, so sagen wir, daß in A die Variablen z,,...x, sich in 2, ... z, 
und z,,,... 2, trennen. 

Dieser Fall der getrennten Variablen hat aber ebensoviel Interesse wie 
der allgemeine Fall, weil sich dieser auf ihn durch bloße Änderung der Be- 
zeichnung zurückführen läßt. Ist nämlich im Gebiete der Variablen z,,...2, 
(F) eine beliebige Schar und A eine beliebige lineare Operation für (F), 
so führe man neue Variable &,,...&, ein und definiere im Gebiete der 2n 
Variablen x und & eine lineare Operation A, für (F), indem man, wenn 
AF(x)=N(x) ist, A‚,F(x)= N($) festsetzt. Dann bietet A, den Fall der 
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getrennten Variablen dar, und das Studium von A, ist dem von A gleich- 
wertig. 
Im folgenden betrachten ’wir im Gebiete von n+ » Variablen 


Br 
für Scharen (F) lineare Operationen A, bei welchen sich die Variablen in 
der Weise trennen, daß die Funktionen von (F) bloß von den z, die Funk- 
tionen von A(F) bloß von den & abhängen: 


(66.) N(&)= AF(«). 
II. Für die Schar (F) von Funktionen der Variablen z,,... x, sei 
eine Faltung gegeben. 


Ist nun die Funktion A(&: x) der Variablen z,,... 2,5; &,...&, eine 
zweireihige Funktion über (F), so ist, da für jedes einzelne Wertsystem 


der & die Funktion A(&;x) zu (F) gehört, die Größe 
A(&; -)F(.) 
zunächst für jedes einzelne Wertsystem der # definiert. Diese 
Größe ist aber eine ganze rationale Funktion der $; denn wenn 
Al; x) = QılE) F(z)+ ---+ u: ) F,(x) gesetzt wird, worin F,(z),... F,(z) 

zu (P) gehören, so ist A(&; +) F)=[Ä) OU + + [F,-) F)]Q,(@). 

Daher kann man eine lineare Operation A für (Fr ) definieren, indem 
man für jede Funktion F(x) aus (F) 

(67.) AF(2) = Al&; -)F() 

setzt. A bietet den durch (66.) angedeuteten Fall getrennter Variablen 
dar. Wir nennen A die vermöge der gegebenen Faltung aus dem Kerne 
A(E; x) entstandene lineare Operation für (F). Dabeı ist also A($; x) eine 
zweireihige Funktion über (F). 

Wir behaupten nun folgende Sätze: 

Satz 26. Eine lineare Operation A für (F), welche den Fall (66.) 
der getrennten Variablen darbietet, kann aus höchstens einem Kern A($; z) 
entstehen. 

Wenn daher A aus einem Kerne A($;x) entsteht, so können wir 
A(&;x) den Kern der Operation A nennen. 

Satz 27. Damit eine lineare Operation A für (F), welche den 
Fall (66.) der getrennten Variablen darbietet, einen Kern besitzt, ist not- 
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wendig und hinreichend, daß A endlich ist und die größte zu (F), ortho- 
gonale Schar denselben Rang wie A hat. (Vgl. den Schluß von $31.) 

Satz 28. Wenn A($;x) der Kern der linearen Operation A für 
(F) ist, so ist der Rang von A($;x) gleich dem Range von A, die &-Schar 
von A(&;z) mit der Schar A(F) identisch und die z-Schar von A(&; x) 
die größte zu (F), orthogonale Schar; die x-Schar von A(&;x) bildet 
einen Grundbereich für A. 

Zum Beweise der Sätze 26., 27.,28. dienen die folgenden Betrach- 


tungen. 


Es sei eine zweireihige Funktion A($;z) über (F) vorgelegt. Ist 
A(&; 2) = N() Fu) + ++ N&) Flo) 
eine solche Darstellung dieser Funktion, daß F,(x), ... F,(z) zu (F) gehören 
und linearunabhängig sind, so ist die kleinste die Funktionen N,(£), ... N &) 
umfassende Schar mit der $-Schar von A(&;x) identisch und die Deter- 
minante |m,,|, worin m,, = F,(-)F;+) ist, nach Satz 12. von 0 verschieden. 
Da nun, wenn A die aus dem Kerne A(&;x) entstandene lineare Ope- 
ration für (F) bedeutet, für jede Funktion F(x) aus (F) | 
AF(2) = [FC) FW) + ++ RC) FON.) 

ist, so ist A(F)<< der kleinsten N,($), ... N,($) umfassenden Schar. Da 
aber die Gleichungen 

AF, (2) = muNı(ö) + + M,ı N.($) 

AF (a) = m,NS) + + m, N,(E) 
bestehen und wegen des Nichtverschwindens der Determinante nach den 
Funktionen N,(8),.... N,(5) aufgelöst werden können, so gehören diese selbst 
zu A(F). Es ist daher die kleinste N,(5),....N,(5) umfassende Schar mit 
A(F), die &-Schar von A(&;x) also mit A(F) identisch und der Rang 
von A($;x) gleich dem Range von A. — Ist dagegen 


4($; 2) = QlE) Milz) + +++ 0,8) M.(@) 
eine solche Darstellung der Funktion A($;x), daß Q,(8), ... Q,(£) linearun- 
abhängig sind, so ist die kleinste M,(x), ... M,(x) umfassende Schar mit 


der x-Schar von A(&;x) identisch und daher <(F). Nun besteht (F), 
aus denjenigen Funktionen &(z) aus (F), welche der Gleichung A#(z) = 0 
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oder [M,(-J)B(-)] 9(&)+ ++ [M.(-) D(-)]Q,(8) = 0 genügen; diese ist aber 
wegen der Linearunabhängigkeit der Q,(8), ... Q,($) mit dem System 


MC)PC)=9,... M)Pe) = 0 

gleichbedeutend. Also ist (F), die größte zu der x-Schar von A(&; x) or- 
thogonale Schar. Da aber die x-Schar endlich ist, so ist (F), zu ihr in 
(F) komplementär. Daraus erhellt sowohl, daß die x-Schar einen Grund- 
bereich für A bildet, als auch nach Satz 13., daß umgekehrt die x-Schar 
die größte zu (F), orthogonale Schar ist. — Bezeichnen wir jetzt mit o 
den Rang von A und mit M,;(x),... M,(x) irgend e linearunabhängige Funk- 
tionen aus der größten zu (F), orthogonalen Schar, so sind in derjenigen 
Darstellung 


(68.) A(&; 2) = N,(8)M,(@) + ---+ N, (&) M,(e), 
in welcher gerade diese Funktionen M,(x),.... M,(z) auftreten, die Funkti- 
onen N;,(5),... N,(£) durch das System 
AM,(z) = m,„Ni(ö)+ + MN (5) 


Gi 6 ee 
AM (z)=m,NlS)+ + mM, N ,($) 


von Gleichungen mit nichtverschwindender Determinante gegeben, worin 


Ms = M ,‚()M ;(-) gesetzt ist. Daher ist A($;x) durch A völlig bestimmt. 

Ist umgekehrt die lineare Operation A für (F), welche den Fall (66.) 
der getrennten Variablen darbietet, endlich und vom Range ge und ist die 
größte zu (F), orthogonale Schar (M) ebenfalls vom Range go, so wählen 
wir aus (M) o linearunabhängige Funktionen M,(z),... M (x) und konstruieren 
eine Funktion A(;x) nach (69.), (68... Dann ist A($;x) eine zweireihige 
Funktion über (F) und die Gleichung (67.) zunächst für alle (x) aus (M) 
erfüllt. Ferner ist A(&; .)D(-)= 0 für alle 2(x) aus (F),. Da aber (M) und 
(F), in (F) komplementär sind, so besteht die Gleichung (67.) für alle F(z) 
aus (F), die Operation A besitzt also einen Kern. 

III. Es seien eine Schar (F) von Funktionen der x allein, eine 
Schar (@) von Funktionen der £ allein und für jede dieser Scharen eine 
Faltung gegeben. 


Ist A(&;x) eine zweireihige Funktion über (F), (@) und sind 


— 


F(x), @(£) beliebige Funktionen aus (F), (@), so kann man die zu (@), (F) 
‘Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 1/2. “ 
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gehörigen Funktionen 


(70.) [ N(&) = A($; -)F(«), 
| | M(z) = &--) A(--; 2) 


bilden. Wir wollen nun zeigen, daß 
(71.) G(-)N(+-)= M(.) F(-) 
ist, sodaß man diese Größe passend mit 
G(+-) Al; ) F(-) 
bezeichnen kann. Setzt man nämlich Al(d; x) = > G,(&) F (x), worin die 
F x) zu (F), die @,(£) zu (@) gehören, so werden beide Seiten von (71.) 


e 
gleich £ [%--)G@.--)] [x FC]. 
Satz 29. Ist A(&;x) eine zweireihige Funktion über (F),(G@), so 


bilden die aus den Kernen A(£; x), A($; x) entstehenden linearen Operationen 
A,B für (F), (@) ein reziprokes Paar endlicher Operationen. 

A, B sind nämlich durch die für beliebige F(z), @($) aus (F), (@) 
geltenden Gleichungen | 


 AF(®) = 4(S; -)F(.), 
B@($)= A(--;2)@(--) 
definiert. Daher ist A(F)<(G), B(G)<(F)*). Setzt man nun AF(x)=N(3), 
BG(£)= M(z), so .ist nach Satz 11. M(&) =G(--)A(--;z), also auch 
M(x) = 6(--)A(--;2). Es bestehen also die Gleichungen (70.), aus denen 
(71.) folgt. Damit ist Satz 29. bewiesen. 
Nach den Sätzen 28. und 16. haben dabei A, B denselben Rang 
wie A(&;2); B(G) ist die z-Schar und A(F) die &-Schar von A(&; 2). 
Unter Beibehaltung der über (F), (@) gemachten Annahmen sind 


nun für eine lineare Operation A für (F) die beiden Eigenschaften 
Eigenschaft «: A besitzt einen Kern, und dieser ist eine zweireihige 


Funktion über (@), 
Eigenschaft 9: A genügt der Bedingung A(F) <(G), A ist endlich, 


*) Zugleich erfahren R=BA,S=AB durch Vermittlung der Funktionen 
Ra; y) = AC-;y) AC-; a), 8@;n)= An; ) A(&;-) die Darstellungen R F(x) = K(z; -) F(-), 
5.68) = IE; --) @C-). 
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und die größte zu (F), orthogonale Schar hat denselben Rang wie A 
nach den Sätzen 27., 28. gleichbedeutend. Wir können jetzt zeigen, dab 
mit ihnen auch die weitere Eigenschaft 

Eigenschaft y: A ist endlich und Teil eines reziproken Paares A, B 
für (F), (@) 
gleichbedeutend ist. Aus y folgt nämlich 8 nach Satz 16., und aus « 
folgt y nach Satz 29. Insbesondere gilt also: 

Satz 30. Damit die endliche lineare Operation A für (F) Teil eines 
reziproken Paares A,B für (F), (G) ist, ist notwendig und hinreichend, daß 
A(F)<(@) ist und die größte zu (F), orthogonale Schar denselben Rang 
wie A hat*). 

Schließlich ergibt sich die Umkehrung des Satzes 29. Ist nämlich 
A,B ein reziprokes Paar endlicher Operationen für (F), (@), so besitzt A 


einen Kern A(&; x), der eine zweireihige Funktion über (@) ist. Die aus 


dem Kerne A(&;x) entstehende lineare Operation für (@) bildet nun 
nach Satz 29. mit A ein reziprokes Paar und muß daher nach Satz 17. 
mit B identisch sein. Wir fassen diese Umkehrung von 29. mit 29. und 
26. zusammen zu dem Satze: 

Satz 31. Man erhält alle reziproken Paare endlicher linearer Ope- 
rationen ‘A,B für (F), (G) und jedes nur einmal, wenn man A(;x) alle 


zweireihigen Funktionen über (F),(@) durchlaufen läßt und unter A die aus 
dem Kerne A(&;x) entstehende lineare Operation für (F), unter B die aus 
dem Kerne A($;x) entstehende lineare Operation für (@) versteht. 

IV. Werden für (F), (G@) die Hauptfaltungen zugrunde gelegt, so sind 
die Operationen des Satzes 29. durch 


| A 
AF(2) = [A(&; £) Fe) 
(72.) \ ) 








5-0 





8 = [Al552)e@ 


gegeben. Sind insbesondere für die Variablen z und & Gewichte —>0 fest- 
gesetzt und sind die Funktionen von (F) isobar vom Gewicht s, die Funk- 





*) Da die Annahme getrennter Variablen, wie in I. bemerkt, keine wesentliche 
Beschränkung bedeutet, so ist damit zugleich der in der Fußnote am Schlusse von 
'$3 II. erwähnte Satz bewiesen. 

8* 
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tionen von (@) isobar vom Gewicht o und die Funktion A($;x) ın den z 
allein isobar vom Gewicht s, in den £ allein isobar vom Gewicht o, so 
kann man (72.) die Gestalt 





A F(x) = Als 2.) F(x), 
(73.) | 3 
86) = A(2;2) 608) 


geben. 
Wir wollen dies auf das Beispiel des Satzes 25. anwenden. Es 
seien also den Variablen &,,... x, Gewichte > 0 erteilt und ein Paar iso- 


barer reziproker Polarenprozesse K2;2.), 242) von den Gewichten — |, 


gegeben. Wir nehmen neue Variable &,,...&, zu Hilfe, denen wir dieselben 
Gewichte wie den gleichstelligen Variablen x,,...z, erteilen, und verstehen 
unter (F) die Gesamtheit aller isobaren Funktionen der x vom Gewicht s, 
unter (G) die Gesamtheit aller isobaren Funktionen der & vom Gewicht s—I. 
Wir definieren nun die linearen Operationen A,B für (F), (@) durch die 
für beliebige F(x) aus (F), G(£) aus (@) gültigen Gleichungen 


AF(a)= 15:5) F@), 


B@G($) = (2:2) G(z). 


Um nun eine zweireihige Funktion A(&;x2) zu konstruieren, für welche 
(72.) gilt, kann man sich der Formeln (54.), (56.) bedienen; da nämlich 


. 4.0 1) 
(F),(@) endlich sind, so treten in den Funktionen Ks; 2 F(x), (S;2)e (z) 


für alle möglichen F(x), @(£) aus (F),(G) nur endlich viele Potenzprodukte 
der x auf, und man kann daher (54.) so konstruieren, daß in der Summe 2 


alle diese Potenzprodukte vertreten sind. Soll aber A(&;x) der Kern von 
A sein, so muß außer dem Bestehen von (72.) auch noch gefordert werden, 
daß A($;x) eine zweireihige Funktion über (F) ist; daher muß A($; x) 


folgendermaßen konstruiert werden: Man setze f(&; x) -2 f.($&; x), worin 


f.($£; x) in den x allein isobar vom Gewicht /,, in den # allein isobar vom 
Gewicht Z,—/ ist. Ferner verstehe man unter w,(&;x) diejenige Funktion 
(54.), in welcher die Summe = über alle Potenzprodukte x’... 25 vom 
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Gewicht s—/, erstreckt ist, vorausgesetzt, daß es solche gibt; andernfalls 
setze man w,($;x)=0. Dann ist 


A(&; 2) = Zw,(&; 2) }.(&; 2) 


der Kern von A. Wie man sieht, liegt seine Abhängigkeit von s in den 
Funktionen w,($; x). Es bestehen für ihn die Gleichungen (73.). 

V. Ist die Schar (F) von Funktionen der x endlich, so hat nach 
Satz 27. jede lineare Operation A für (F), welche den Fall (66.) der ge- 
trennten Variablen darbietet, in bezug auf eine gegebene Faltung von 
(F) einen Kern. 

Ist speziell die Anzahl » der Variablen & gleich der Anzahl n der 
Variablen x und ist A diejenige lineare Operation für (F), welche durch 
die für jede Funktion F(x) von (F) gültige Gleichung 

F(£)=AF(z) 
definiert ist, so nennen wir den Kern von A den Einheitskern der end- 
lichen Schar (F) in bezug auf die gegebene Faltung*). 

Ist z. B. (F) die Schar aller derjenigen Funktionen F(xz). in 
welchen nur endlich viele gegebene Potenzprodukte x’: ... 25” auftreten, 
und wird für (F) die Hauptfaltung gewählt, so ist der Einheitskern die 
mit den gegebenen Potenzprodukten gebildete Funktion (54.). 


$ 11. Die algebraischen Relationen zwischen gegebenen Funktionen. 


I. Wir betrachten die zweireihige Funktion 


Ald;z)= SUERER DE FACDEREN @) 


a 1... 








Darin erstreckt sich die Summe & über endlich viele gegebene vonein- 


ander verschiedene Systeme (&) = (@,,... «,) von je v ganzen nichtnegativen 





*) Hat (F) den Rang o, sind F,(x),... F,(x) e linearunabhängige Funktionen 


aus (F), wird m.; = Fa(-) Fz(-) gesetzt und die Determinante |m,;| mit A bezeich- 
net, so ist der Einheitskern A(&; x) durch 


1 
ME) — il BIE 
(£;%) A Marz: Men F.(&) | 
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Zahlen; fi(z),... f,(x) sind gegebene Funktionen der Variablen z,,...2,; 
f*(&) bedeutet [f(z)]*. 
Die z-Schar von A(&;x) bezeichnen wir mit (M), die &- Schar 


mit (N). Die Schar (N) ist <(G*), wenn (G*) die Gesamtheit aller 
Funktionen von der Gestalt 

(74) G*(5) = Ga, ..a, 61 2. 5,7 
bedeutet, worin die Summe u über die gegebenen Systeme («) erstreckt 


wird und die a Konstanten bedeuten. Die Schar (M) ist die Gesamtheit 
aller derjenigen Funktionen M(z), welche sich auf mindestens eine Weise 
in die Gestalt 

M(x) = @*(f()) 
setzen lassen, worin @*(&) eine Funktion aus (@*) bedeutet; dies erhellt 
daraus, daß in dem Ausdruck für A($;x) die Potenzprodukte £&#... & 
linearunabhängig sind. 

Ist nun (F) eine solche Schar von Funktionen der x allein und 
(@) eine solche Schar von Funktionen der £ allein, daß 

(M)<(f), (N<(@) 
ist, so können wir das reziproke Paar A,B von endlichen linearen Ope- 
rationen für (F), (@) bilden, welches aus den Kernen A(d;x), A(&;x) in 
bezug auf die Hauptfaltungen entsteht, also nach (72.) durch die für be- 
liebige Funktionen F(x), G($) aus (F), (G@) gültigen Gleichungen 

fh (3). (4) | 2 

TB) A Mn 
gegeben ist. Dabei ıst A(F) = (N), B(@) = (M). 

Um die Operation B einfacher zu beschreiben, führen 'wir folgende 
Bezeichnung ein. Wenn wir eine Funktion @($) in die Summe einer 
Funktion aus (@*) und einer zu (G@*) in bezug auf die Hauptfaltung 
orthogonalen (d. h. keine Potenzprodukte mit den gegebenen Exponenten- 
systemen («) enthaltenden) Funktion zerlegen, so wollen wir stets die 
erstere mit @*($) bezeichnen. Dann ist für jede Funktion @(&) aus (@) 

BG(5) = G*lfio)). 
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Wir setzen noch (F),= (&), (G),= (?). Dann ist (7) die Ge- 
samtheit derjenigen Funktionen #(£) aus (@), für welche 
P*(f(x)) = 0 
ist, und (5) die Gesamtheit derjenigen Funktionen $(z) aus (F), welche 
dem System von endlich vielen Gleichungen 


72) )r@)|, Be 


genügen, welche den gegebenen Systemen («) entsprechen. 
Die Operationen R=BA, S=AB sind durch die für beliebige 
F(x), @(&) aus (F), (G) gültigen Gleichungen 








23: 

Ara) ='2| 2 ee ron | me. 
{9 (8 

soa-z2|- EB Ba u | 2... 





gegeben *). 

Indem man nun die Sätze 2., 3., 5., 9., 16. anwendet und jeweils 
über (F), (@) passend verfügt, erhält man folgende Resultate. 

Zunächst gewinnt man eine einfache Beschreibung der Schar (N). 
Man erhält sie, indem man Satz 16. auf A(F)=(N) anwendet und dabei 
(G)= (@*) wählt. Es gehört nämlich die Funktion (74.) dann und nur 


fı 





dann zu (N), wenn für jede zwischen den Funktionen ae T» T bestehen- 
de linearhomogene Relation 


u 7, (a) ..T@) a 


Gy. Ay a,! 





a Bere 


mit konstanten Koeffizienten w auch zwischen den Koeffizienten a,,... a 
von (74.) die Relation 

= War... Ay Ga, ..ay = 0 
statthat. In der Sprache von Ülebsch heißt das: (N) besteht aus den- 
jenigen Funktionen der $, welche der symbolischen Darstellung 





*) Man vergleiche zu dieser Darstellung von $, und überhaupt zu den Entwick- 
lungen dieses $, die Behandlung des verallgemeinerten Beispiels der Linienkomplexe 
auf den beiden letzten Seiten der zitierten Arbeit von Mertens. 
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6, PEACE Tre 


A EST a Die 
oder A(£; x) mit den Symbolen x,,...r, fähig sind. 
Anderseits sieht man wegen A(F)=(N) aus (75.), indem man 
(F) = (£2) wählt, daß die Funktion (74.) dann und nur dann zu (N) ge- 
hört, wenn es mindestens eine solche Funktion F(x) der x gibt, daß die 
Koeffizienten a von (74.) durch 


(77.) Gun, = € (22) ee) 2 


al... | 





ausgedrückt werden. Es besteht daher der Satz, daß jede der symbo- 
lischen Darstellung (76.) fähige Funktion auch der realen, durch die rechte 
Seite von (75.) gegebenen, Darstellung fähig ist. 

Wendet man Satz 16. auf B(@)=(M) an, ohne (F) außer der 
Bedingung (M)<<(F) einer weiteren Bedingung zu unterwerfen, so ergibt 
sich: wenn F,(z) aus (F) die Eigenschaft hat, daß für alle dem System 


der endlich vielen Gleichungen 72) Er #3 De) ], = (0 genügenden 


P(x) aus (F) auch die Gleichung [F, (2) (2) | = 0 besteht, so kann man 
F,(®) = 2 a.,...a, h(@) ... F,(%) setzen, worin die «a Konstanten bedeuten; 


die («) durchlaufen dabei die gegebenen Systeme. 

In der Darstellung (77.) der Koeffizienten einer Funktion von (N) 
kann man F(x) auf eine und nur eine Weise als Funktion aus (M) 
wählen. In der Darstellung M(z) = @*(f(x)) einer Funktion M(x) von (M) 
kann man die zu (@*) gehörige Funktion @*(z) auf eine und nur eine 
Weise als Funktion aus (N) wählen. 

Jede Funktion F(xz) der Variablen x läßt sich auf eine und nur 
eine Weise in die Summe 

(78.) F(z) = M(x) + 2(x) 

einer Funktion M(xz) aus (M) und einer den endlich vielen Gleichungen 


R 3 er L ( 2) 5e)|, = 0, welche den gegebenen Systemen (c) ent- 


sprechen, genügenden Funktion (x) zerlegen. Jede Funktion G($) von 
(@) läßt sich auf eine und nur eine Weise in die Summe 
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(79.) GS)= N(&)+ PS) 
einer Funktion N($) aus (N) und einer der Bedingung 7*(f(z))=0 ge- 
nügenden Funktion #(£) zerlegen. 
Es gibt solche Konstanten a,,...a, daß die Zerlegungen (78.), 
(79.) durch 


M(«) = (a R+---+a,R') F(a), N(&)=(4S+..-+a,5') G(5) 
gegeben sind. 


II. Es seien den Variablen &,,...&, Gewichte 2, >0,...1,>0 er- 
teilt. Wir bezeichnen mit (©) die Gesamtheit aller derjenigen isobaren 
Funktionen ©($), welche der Gleichung @(f(z))= 0 genügen. Nach einem 
bekannten für beliebige Mengen ganzer rationaler Funktionen gültigen Satz 
von Hubert kann man aus (©) endlich viele Funktionen ©,(8), ... 9,(8) 
so herausgreifen, daß für jede Funktion ©(&) aus (©) die Kongruenz 
O(&) = 0 modd. 9,(8),... O,(5) besteht. Dann ist (©) die Gesamtheit aller 
dieser Kongruenz genügenden isobaren Funktionen. 


Nun sei ein Gewicht s gegeben, und zwar so, daß es von 0 ver- 
schiedene isobare Funktionen vom Gewicht s gibt. Dann sind die beiden 
folgenden Scharen identisch: die Schar (7) aller der Gleichung 


?(f(z)) = 0 
genügenden isobaren Funktionen #(£) vom Gewicht s; die Schar (%#”) aller 
der Kongruenz 
P(£E)=0 modd. 9,(8), ... 9,(8) 

genügenden isobaren Funktionen #*($5) vom Gewicht s. Wenden wir nun 
die Betrachtungen aus I. auf den Fall an, daß (@*) die Schar aller iso- 
baren Funktionen vom Gewicht s ist und (@)= (@*) gewählt wird, so 
finden wir als die größte zu (7) in bezug auf die Hauptfaltung von (@*) 
orthogonale Schar die Schar (N) aller derjenigen isobaren Funktionen N(£) 
vom Gewicht s, welche sich vermittelst einer Funktion F(xz) aus (F) in 


die Gestalt 
la) zul 
hizl...f, is 
(80.) ra 1) 2 (2 | En... 


1*® ... y’ 
bringen lassen, worin die Summe 2 so erstreckt wird, daß &7:...5% alle 





Potenzprodukte vom Gewicht s durchläuft. Dagegen ist die größte zu ( 7”) 
Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 1/2. I 
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in bezug auf die Hauptfaltung von (@*) orthogonale Schar nach $ 6 II. 
die Gesamtheit (N’) derjenigen isobaren Funktionen N’(#) vom Gewicht s, 
welche den Bedingungen 


(81.) (5) N’(&)=0,...6, (508) 0 
genügen. Da nun (?)=(%’) ıst, so muß auch (N)=(N’) sein. Es be- 
steht daher der Satz, daß die isobaren Lösungen von (81.) des Gewichtes s 
durch (80.) gegeben sind. Zugleich läßt sich der Satz von der Zerlegung 
(79.) in vier Fassungen aussprechen, die wir durch G=N + F=N + #7 
=N’+ = N+ 7° andeuten. 

Unter den Lösungen ©(£) der Gleichung O(f{z))= 0 die isobaren 
auszuzeichnen, hat besonders dann ein Interesse, wenn f,(z), ... f,(x) isobar 
und von den Gewichten 2, ...2, in bezug auf Gewichte h, >0,...h, >0 
der Variablen x sind. In diesem Falle ist (M) eine isobare Schar vom 
_ Gewicht s, und man kann für (F) die Gesamtheit aller isobaren Funk- 
tionen der x vom Gewicht s wählen. Dann können in allen Formeln 
dieses $ die Zeichen [],, welche das Nullsetzen der Variablen anzeigen, 
weggelassen werden. 

In diesen Entwicklungen ist als Beispiel die am Schlusse der Ein- 
leitung erwähnte doppelte Auffassung der Olebsch-Gordanschen Reihenent- 
wicklung und ihrer Verallgemeinerungen enthalten. An die Stelle unserer 
Funktionen 9,(8), ... 9,($) trıtt dabei eine Determinante*). 


$ 12. Eigenwerte und Eigenfunktionen. 


Um die Behandlung konkreter Beispiele aus dem Gebiete der Diffe- 
rentiationsprozesse der Algebra vorzubereiten, bedarf es noch der Heran- 
ziehung gewisser Prinzipien, die aus der Theorie der Matrices wohlbekannt 
sind**). Statt die, in mannigfacher Weise mögliche, Zurückführung auf die 





*) Ich kann hier auf Abschnitt III. der zitierten Arbeit von Frl. Noether ver- 
weisen. Wenn übrigens Frl. Noether in der Einleitung ihrer Arbeit „unveröffentlichte 
Sätze“ von mir zitiert, so sind damit eben Sätze aus dem gegenwärtigen $ gemeint, 
die ich damals durch direkte Verifikation bewiesen hatte. 

**, Sie sind, wie ich nachträglich durch Herrn Ostrowski erfahre, auch im 
Gebiete der Differentiationsprozesse der Algebra schon zur Geltung gebracht worden 
durch die invariantentheoretische Habilitationsschrift von Hilbert (Math. Ann. 28) und 
den anschließenden Brief an Hermite (Journ. de math. 1888). 
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Theorie der Matrices vorzunehmen, erscheint es sachgemäßer, eine der Me- 
thoden, welche in der Theorie der Matrices zum Ziele führen, direkt ohne 
Vermittlung von Koordinatensystemen auf unsern Gegenstand anzuwenden. 
In den Resultaten sind dann die analogen aus der Theorie der Matrices 
oder der Bilinearformen unmittelbar als Spezialfälle enthalten. 

I. Es sei (F) eine Schar von Funktionen der Variablen z,,... 2,, 
(@) eine Schar von Funktionen der Variablen &,...&, und A,B ein Paar 
linearer Operationen für (F), (@), welches den Bedingungen A(F) < (@), 
B(@) <(F) genügt. Eine Zusammenstellung k, F(x), @(5) einer von O ver- 
schiedenen Konstanten und zweier von 0 verschiedenen Funktionen aus 
(F), (@), welche das Gleichungssystem 


kG(&) = AF(e) 
kF(xz) = BG(£) 
erfüllen, heißt ein Eigentripel des Paares A,B. Gehören F(z), @(£) einem 
Eigentripel an, so heißen sie zusammengehörige Eigenfunktionen von A,B; 


(82.) 


sie gehören dann nur einem Eigentripel an, und dessen % heißt der ihnen 
zugehörige Eigenwert von A,B. Da neben k, F(x), @(£) auch — k, F(x), — G(£) 
ein Eigentripel ist, so bieten neben den zu %k gehörigen Eigenfunktionen 
die zu — k gehörigen kein Interesse mehr. Aus (82.) ist ersichtlich, daß 
in einem Eigentripel stets F(x) zu B(@), @($) zu A(F) gehört. Aus (82.) 


folgt 

WF()=RF(@),  K’als)= SC(E), 
wenn R=BA, S=AB gesetzt wird. Genügen umgekehrt die von O0 ver- 
schiedene Konstante k* und die von O0 verschiedene Funktion 7#(z) aus 
(F) der Gleichung k*F(z) =RF(x), so gehört F(x) zwei und nur zwei 
Eigentripeln an, deren k die Quadratwurzeln aus k* und deren @($£) aus 
der ersten der Gleichungen (82.) zu bestimmen sind. Mehrere zu (F) ge- 
hörige Eigenfunktionen von A,B, deren Eigenwerte verschiedene Quadrate 
haben, sind linearunabhängig; m. a. W. wenn &,,.. k, solche Eigen- 
werte von A,B sind, daß A4%,... k verschieden sind, und (M,) diejenige 
Schar ist, welche aus allen zu (F) gehörigen Eigenfunktionen von A,B 
zum Eigenwert k, und aus der Funktion O0 besteht, so kann eine 
Gleichung M,(x) + ---+ M,(z) = 0, in der M,(z) zu (M,) gehört, nur so 
bestehen, daß alle M,(z)=0 sind; aus dieser Gleichung folgt nämlich 
g9* 
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durch Anwendung der Öperationen R°,R,...R'-! das Gleichungssystem 
kPM,(2)+ +++ KkPM,(e)=0 fürp=0,1,...7—1. Entsprechendes gilt 
für die zu (@) gehörigen Eigenfunktionen. 
II. Das Paar A,B heißt ein Zinzelpaar, wenn die Relationen 
(83.) BAB-B, ABA=A 


bestehen. Diese Relationen, die man auch RB=B,SA=A schreiben kann, 
besagen, daß für Funktionen M(r), N(£) aus B(G), A(F) stets 
M(xz) = RM(x), N($) =SN (8) 

ist, also R auf B(@). S auf A(F) je die Wirkung {1} haben. Daher kann 
man für ein von {0|, {0} verschiedenes Paar A,B die Eigenschaften (83.) 
dahin aussprechen, daß weder A= |0} noch B= 0) ist und sowohl jede 
von 0 verschiedene Funktion aus B(G) als auch jede von 0 verschiedene 
Funktion aus A(F) eine Eigenfunktion von A,B zum Eigenwert 1 bildet; 
m. a. W. daß für Funktionen M(z), N(£) aus B(@),A(F) die beiden 
Gleichungen 

N(5) = AM(z), 

M(x) = BN($) 
gegenseitig aus einander folgen. Ein Einzelpaar ist also ein ausgezeichnetes 
Paar von der Besonderheit, daß die beiden ın Satz 2. erörterten Ab- 
bildungen zusammenfallen*). — 

Zwei Paare A,,B, und A,, B, von linearen Operationen für (F), (G), 

welche den Bedingungen A,(f)<(@), B,(@) <(F) genügen, heißen ge- 
trennt, wenn die vier Relationen 


(84.) B;A,= {0|,A,B;= |0} füra+ß 
gelten. Diesen Relationen kann man auch die Gestalt 
(84..) AN <(. Bl) <(P),, für a+ß 


geben. Betrachtet man nun speziell ausgezeichnete Paare, so erkennt man 
leicht die Richtigkeit des folgenden Hilfssatzes: 

Hilfssatz. Es seien A,B:;;...A,, B, ausgezeichnete Paare für 
(F),(G) und im Falle 7 >1 paarweise getrennt. Wir bezeichnen mit ($) 
die Gesamtheit der allen (F),, gemeinsamen Funktionen, mit (7) die Ge- 





*, Werden die in $ 2. mit r,, s; bezeichneten Eigenschaften vorausgesetzt, so 
folgt aus einer der Relationen (83.) die andere. 
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samtheit der allen (@)s, gemeinsamen Funktionen. Dann läßt sich jede 
F(z) aus (F) und jede @($) aus (G@) auf eine und nur eine Weise in 

(85.) F(x) = M,(z) + + M,(@)+ P(e), 

(86.) (8) =N,(&) +++ N,($) + #8) 
mit Funktionen M (z), N,(£), &(z), #(£) aus bzw. B,(@), A,(F), ($), (#) 
zerlegen. In diesen Darstellungen sind die Funktionen von (F)ı,.(P)b, 
durch das Verschwinden des Bestandteiles M,„(z), N,($) gekennzeichnet. 
Bildet man nun mit von O0 verschiedenen Konstanten %k,, h, die Ope- 
rationen 

(87.) A=k,A,+ + kA, B=h,Bı +. -+h.B,, 
so Ist A, B ein ausgezeichnetes Paar für (F), (G@) und (F), = (#), (@), = (7), 
B(@) die kleinste B,(@),... B,(@) umfassende Schar, A(F) die kleinste 
A,(F),...A,(F) umfassende Schar. Ferner kann man aus den Opera- 
tionen A,B, den Scharen B,(@), A,(F) und den Konstanten %k,, h, die Ope- 
rationen A,, B, zurückkonstruieren, da für die Zerlegungen (85.), (86.), zu 
deren Herstellung wegen ($#)=(F), (?)= (@), die angeführten Daten 
ausreichen, 


AFlo)= AM.)  B,6G&)=, BN,E) 


ist. Setzt man endlich R =B,A, S,=A,B,, so werden R = BA, S = AB 
durch 
R=k,hR +: +k,h,R,, S=khSı ++ khS, 

gegeben. — 

Wir betrachten nun den speziellen Fall, daß die A,, B, Einzelpaare sind. 

Definition. Das Paar A,B heißt zerlegbar, wenn es eine Dar- 
stellung 
A=kıAt + +MA, 
B = k, B, + ...— k, B, 
gibt, in der die A„B, von {0}, j0} verschiedene Einzelpaare, die k, von 


a) a 


(88.) 


0 verschiedene Konstanten und im Falle ->1 die Einzelpaare paarweise 
getrennt, die Größen X}, .... k verschieden sind*). Eine solche Darstellung 
(88.) nennen wir eine Zerlegung von A,B. 





*) Wenn A,B eine Darstellung (87.) besitzt, in welcher die k,,h. von 0 
verschiedene Konstanten, die A,, B. von O verschiedene Einzelpaare und im Falle 
> 1 paarweise getrennt sind, so ist A, B zerlegbar. 
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Diese Benennungen gebrauchen wir also auch im Faller = 1. Wir 
fragen nun unter Annahme der Zerlegung (88.) nach den Eigenfunktionen 
von. A, B und gewinnen, indem wir (85.), (86.) ın (82.) eintragen, den Satz: 

Satz 32. Liegt für das zerlegbare Paar A,B die Zerlegung (88.) 
vor, so sind die einzigen Eigenwerte von A,B die 27 Werte k, und —k,, 
und die Paare zusammengehöriger Eigenfunktionen von A,B zum Eigen- 
wert ‘k, sind mit den Paaren zusammengehöriger Eigenfunktionen von 
A, B, zum Eigenwert 1 identisch. Daher sind die Konstanten %k} und 
die Scharen B,(@), A,(F) durch A,B selbst bestimmt; nach Auswahl der 
Quadratwurzeln k, aus den Größen %k2 sind daher auch die Operationen 
A,,B. durch A,B selbst bestimmt. Abgesehen von der Auswahl der 
Quadratwurzeln, die beliebig vorgenommen werden kann, besitzt also ein 
zerlegbares Paar nur eine einzige Zerlegung. 

Dabei gilt für jede Funktion M,(x) aus B,(@) die Gleichung 
k2M,(x)= RM,„(x) und daher auch, wenn (4) eine ganze rationale Funk- 
tion einer Variablen 4 mit konstanten Koeffizienten bedeutet, die Gleichung 
y(k2)M,(x) = y(R)M.(z). Will man daher y(kA) so bestimmen, daß für 
alle Funktionen M(xz) aus B(@) die Gleichung Y(R)M(z) = 0 besteht, so 
hat man die Bedingungen y(kf) =0,...Y(k) = 0 zu erfüllen. Daher be- 
steht der Satz: 

Satz 32*. Liegt für das zerlegbare Paar A,B die Zerlegung (88.) 
vor, so genügt jede Funktion M(z) aus B(@) der Gleichung 


(1 5R)..- (1 ;R) Me) = 0, 

hingegen gibt es keine für alle M(x) aus B(@) erfüllte Gleichung Y(R)M(z)= 0, 
in der p(A) eine ganze rationale Funktion der Variablen A von einem 
Grade < r wäre. Entsprechendes gilt für A(F) und S. 

Wir wollen nun ein Kriterium für die Zerlegbarkeit aufstellen. 

Satz 33. Damit das Paar A,B zerlegbar ist, ist notwendig und 
hinreichend, daß es folgende Eigenschaften besitzt: es ist ein ausgezeich- 
netes Paar; es besitzt mindestens einen Eigenwert und nur eine endliche 
Anzahl solcher; die kleinste alle zu (F) gehörigen Eigenfunktionen um- 
fassende Schar ist mit B(@) identisch; die kleinste alle zu (@) gehörigen 
Eigenfunktionen umfassende Schar ist mit A(F) identisch *). 


*) Von diesen vier Eigenschaften folgt aus der ersten und dritten die vierte. 
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Daß die Bedingungen notwendig sind, erhellt aus dem Hilfssatze 
und dem Satze 32; nach diesem und nach dem Begriff des Einzelpaares 
sind nämlich die zu (F) gehörigen Eigenfunktionen von A,B zum Eigen- 
wert %k, ıdentisch mit den von O0 verschiedenen Funktionen von B,(@). 

Sind umgekehrt die Bedingungen erfüllt, so seien +k,...+k, 
die sämtlichen -‚Eigenwerte von A,B, ferner (M,) die Schar, welche aus 
allen zu (F) gehörigen Eigenfunktionen von A,B zum Eigenwert %k, und 
aus der Funktion O0 besteht, und (N,) diejenige Schar, welche aus allen 
zu (G@) gehörigen Eigenfunktionen von A,B zum Eigenwert k, und aus 
der Funktion 0 besteht. Nach den Voraussetzungen läßt sich jede Funk- 
tion F(z), G($) aus (F), (G) in 

F(x)=M,(2)+---+M,(«)+ (x), 

6&) = N,(&) +++ N,(E)+ FE) 
mit Funktionen M (2), N(&), Plz), P(5) aus (M,), (N,) (F). (@),; zer- 
legen, und nach der Schlußbemerkung in Abschnitt I. dieses $ ist diese 
Zerlegung nur auf eine Weise möglich. Wir definieren jetzt Operationen 
A, Ba für (F), (@) durch die Festsetzung, daß für die vorstehenden Zer- 
legungen der Funktionen F(z), @(£) 


A,F(@)= AM.)  B.&)= -BN,($) 


sein soll. Dann bestehen die Gleichungen (88.), (84.) und B,A,B.=B..A.B.A.=A,. 
Daher ist A,B zerlegbar. 

III. Wir wollen nun unter gewissen Voraussetzungen die Existenz 
und endliche Anzahl der Eigenwerte beweisen *). 

Es sei A,B ein von 0}, {0} verschiedenes ausgezeichnetes Paar 
endlicher Operationen. Dann gibt es nach $2 IV. solche Konstanten 
G,...a,. daß für jede Funktion M(x) aus B(@) die Gleichung 


(19.) M(z)= (aR+---+.a,R’)M(z) 
oder, wenn man mit einer Variablen A 
A)=1—-ah-..—a, 
setzt, die Gleichung 
y(R) M(z) = 0 





*, Vgl. die von Weyr und Pincherle gegebene Darstellung der Elementar- 
teilertheorie. 
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besteht. Fordern wir, daß r möglichst klein sei, so sind qa,,...a, völlig 
bestimmt und a,+0. Wir setzen nun 


a5) (1-5 
mit von O0 verschiedenen Konstanten k, und denken uns dabei die Be- 
zeichnung so gewählt, daß k},...%k; die verschiedenen unter den r Größen 
k*, sind. 
Satz 34. Unter den vorstehenden Voraussetzungen und Bezeich- 
nungen hat A,B die 27 Eigenwerte + %k,... +k,, und nur diese. 


Setzt man nämlich y(4) = (1 — =) p,(k), so kann die Gleichung 


y(R) M(x) = 0 geschrieben werden: 
k? M’(x«)=RM’(«) für M’(x«)=g,(R) M(e); 

da nun in (19.) r den kleinstmöglichen Wert hat, so gibt es wenigstens 
eine Funktion M(x) aus B(@), für welche p,(R) M(z) +0 ist, und für diese 
ist dann M’(x) eine zu +k, gehörige Eigenfunktion. Wäre dagegen M(x) 
eine Eigenfunktion zu einem von sämtlichen + k, verschiedenen Eigenwert k, 
so wären die ganzen rationalen Funktionen 1 2 und (A) der Variablen A 
teilerfremd, es gäbe also solche ganze rationale Funktionen y(A), y(A), daß 


w(A) (1 — =)+ x(A) p(A) = 1 wäre, und wegen (1-5 R) M(z) =0 und 


y(R) M(x)= 0 hätte man daher auch {1} M(xz)= 0, während M(x) doch 
als Eigenfunktion von 0 verschieden sein müßte. Damit ist Satz 34 be- 
wiesen*); als Folgerung ergibt sich: 


*) Die Betrachtungen des Abschnitts III. lassen sich dahin verallgemeinern, 
daß man für das ausgezeichnete von {0}, {0} verschiedene Paar A, B die Annahme der 
Endlichkeit fallen läßt, dafür aber die Existenz einer solchen von 0. verschiedenen 
ganzen rationalen Funktion Y(A) voraussetzt, daß für alle M(x) aus B(G) die Gleichung 
y(R) M(x)= 0 besteht. Daraus folgt noch P(S)N&)=0 für alle N(£) aus A(F). 
Unter allen solchen Y(A) gibt es eine und nur eine, welche Teiler aller übrigen ist 
und in der (0) =1 ist, sie heiße die einfachste. Für sie gilt Satz 34. (Wird da- 
gegen für ein von {0}, {0} verschiedenes, A(F)< (G@) und B(G)< (F)) erfüllendes, Paar 
A, B vorausgesetzt, daß yı(R) M(x)=0, P,(S)N(£)=0 für alle M(x), N(£) aus B(G), A(F) 
und dabei p,(0) +0, $,(0) +0 ist, so kann man folgern, daß A, B ein ausgezeichnetes 
Paar ist.) 

Befindet sich nun speziell unter den genannten (A) eine mit nur einfachen 
Nullstellen, woraus dann folgt, daß auch die einfachste Y(A) nur einfache Nullstellen 
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Satz 34*. Jedes von [0}, {0} verschiedene ausgezeichnete Paar end- 
licher Operationen besitzt mindestens einen Eigenwert und nur eine endliche 
Anzahl solcher. 
nügendes Paar von linearen Operationen für (F), (G). 

Satz 35. Wenn es Faltungen -,-- der Scharen (F),(@) gibt, für 
welche A,B ein reziprokes Paar ist, so sind die Eigenwerte von A,B, wenn 
überhaupt vorhanden, reell. 

Denn aus (82.) folgt nach (24.) k F(-) F(-) = k G(++) @(--) und daraus 
wegen (21.) das Reellsein von Ak. 

Satz 36. Sind %k, F(x), @(&) und %k’, F’(x), @'($) Eigentripel des in 
bezug auf die Faltungen -,-- reziproken Paares A,B, so ist 

im Falle k=k': F(-) F’(-) = 6(*-) @*(--), 
im Falle &®+%k”: F(-) F’(.) = 0, G(--) @/(--) = 0. 

Denn vermöge (24.) bestehen die beiden Gleichungen K’ F(-) F’(-) 
= kG(+-) @(+), k FL) Fl) = KG) @(e>). 

Es seien nun einerseits ein zerlegbares Paar A,B für (F), (@) mit 
der Zerlegung (88.), anderseits Faltungen .,.. für (F),(@) gegeben. Dann 
erkennt man auf Grund der Sätze 35 und 36 die Richtigkeit der beiden 
folgenden Aussagen. Damit A,B ein reziprokes Paar ist, ist notwendig 
und hinreichend, daß die A,, B,. reziproke Paare und die %, reell sind. 
Damit die A., B. reziproke Paare sind, ist notwendig und hinreichend, daß 
die Scharen B,(@), ... B.(@), (F), paarweise orthogonal für -, die Scharen 
A,(F),... A.(F), (G), paarweise orthogonal für -- und die Faltung von 
Funktionen N,(£), N/(£) aus A,(F) durch N,(--) N/,(--) = M (-) M/(-) bestimmt 
ist, worin M (x), M_(x) die zu N (8), N/(£) zugehörigen Eigenfunktionen von 
A,B zum Eigenwert k, und also Funktionen aus B.(@) bedeuten*). Aus 
diesen Aussagen läßt sich nun folgern: 


hat (in obiger Bezeichnung r = r), so ist das Paar A, B zerlegbar. Denn zu den obigen 
f.(A) gibt es dann solche ganze rationale w.(A), daB 1= YA) P(A)+ + wtA)pr(A), 
also M(x) = M,(x&) + ---+ M.(z) mit M.(&) = Y.(R)P.(R)M(z), ist, und für M(x) aus 
B(G) ist hierin M.(x) Eigenfunktion oder 0, sodaß man Satz 33 anwenden kann. 
Vermöge dieser Umkehrung des Satzes 32* gewinnt man eine zweite Definition des 
Begriffs des zerlegbaren Paares (vgl. Theorie der Elementarteiler). 

*) Diese zweite Aussage wird, wenn man statt von (F')a, (@)s von den ($), (%) 
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Satz 37. Zu jedem zerlegbaren Paare mit reellen Eigenwerten gibt 
es Faltungen, in bezug auf die es reziprok ist. 

Um nämlich diesen Satz zu beweisen und diese Faltungen in all- 
gemeinster Weise zu konstruieren, setze man, wenn für das zerlegbare 
Paar A,B mit reellen Eigenwerten die Zerlegung (88.) vorliegt, zunächst 
in jeder der + 2 Scharen B,(G@), ... B-(@), (F),; (@); eine beliebige Faltung 
fest; dann läßt sich auf eine und nur eine Art die Festsetzung der Fal- 
tungen so auf die ganzen Scharen (F), (@) ausdehnen, daß die in der 
zweiten der vorangeschickten Aussagen aufgeführten Bedingungen dafür, 
daß die A,, B, reziproke Paare werden, erfüllt sind; nach der ersten der 
vorangeschickten Aussagen ist dann auch A,B ein reziprokes Paar. 

V. Der wichtigste Satz dieses $ ist der folgende: 

Satz 38. Es sei A,B ein solches von |0}, |0} verschiedenes Paar 
von endlichen linearen Operationen für (F), (@), daß es Faltungen für 
(F), (@) gibt, für welche A,B ein reziprokes Paar bilden. Dann ist A, B 
zerlegbar. 

Beweis. Nach Satz 15 ist A,B ein ausgezeichnetes Paar, nach 
Satz 34* besitzt es also mindestens einen Eigenwert und nur eine end- 
liche Anzahl solcher, nach Satz 35 sind sie reell. 

Nun seien -,-- Faltungen für (F), (@), für welche A,B ein rezi- 
prokes Paar wird. Wir bezeichnen mit (M,) die Gesamtheit aller der- 
jenigen Funktionen aus B(G), welche in bezug auf - zu allen zu (F) ge- 
hörigen Eigenfunktionen von A,B orthogonal sind, und mit (N,) die Ge- 
samtheit aller derjenigen Funktionen aus A(F), welche in bezug auf -- 
zu allen zu (@) gehörigen Eigenfunktionen von A,B orthogonal sind. 
Dann behaupten wir die beiden Relationen 


(89.) A(M,) = (No), B(N,)= (M)). 
Wir beweisen zunächst, daß A(M,)<(N,) ist. Ist nämlich M,(x) eine 
Funktion aus (M,) und wird die Funktion AM,(z) mit N($&) bezeichnet, 


ist ferner k, F(x), @(£) irgend ein Eigentripel von A,B, so hat man die 
Gleichungen 





des Hilfssatzes spricht, eine bloße Aussage über paarweise getrennte Einzelpaare. Die 
ka und A, B sind dann nur als Hilfsmittel für den Beweis eingeführt und können 
vermieden werden, indem man (84’.) und Satz 14 benützt. 
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| N(5) = AM,(z), 

Ik F(x) = BG(£), 
aus denen nach (24.) kM,(-)F(-)=N(:--)@(--) folgt. Da nun die linke 
Seite dieser Gleichung = 0 ist, so auch die rechte, d. h. N(£) gehört zu 
(N), Also ist A(M,)< (N,); entsprechend findet man B(N,)< (M,). 
Daher ist BA(M,) <B(N,) <(M,), also wegen Satz 5 BA(M,) = (M,) 
und daher B(N,) = (M,); entsprechend findet man A(M,)= (N,). 

Ist nun (&,) die Gesamtheit aller zu der Schar (M,) orthogonalen 
Funktionen aus (F), (#,) die Gesamtheit aller zu der Schar (N,) ortho- 
gonalen Funktionen aus (G@), so kann man jede Funktion F(xz), G(5) aus 
(F), (@) auf eine und nur eine Weise in 

F(x) = M.(&) + Pılz), G(5)= N,(5)+ Pl8) 
mit Funktionen M,(2), N,($), Plz), FE) aus (M,), (N) (Bu), (#,) 
zerlegen, und wir definieren lineare Operationen A,B, lür (F), (6) 
durch die Festsetzung, daß für die vorstehende Zerlegung der Funktionen 
F(z), 6(5) 
A,F(x) = AM,(2), Bo@($) = BN;(E) 
sein soll. Dann ist wegen (89.) 
(90.) A(F)= (N), BG) = (My), 
ferner ist (F),= (#,), (@)s, = (7), und es ist daher nach Satz 3 A,B, 
ein ausgezeichnetes Paar. Wir fragen nach Eigenfunktionen von A,,Bs; 
da dieselben nach (90.) zu (M,), (N,) gehören müßten, auf diese Scharen 
aber A,,B, dieselbe Wirkung haben wie A,B selbst, so müßten sie zugleich 
Eigenfunktionen von A,B selbst sein; dies ist aber unmöglich, weil sie 
als Funktionen von (M,), (N,) zu allen zu (F), (G@) gehörigen Eigenfunk- 
tionen von A,B orthogonal sein müßten; das Paar A,, B, besitzt also keine 
Figenfunktionen. Da ferner A,„B, endlich sind, so folgt aus Satz 34*, 
daß A,= {0}, B, = {0} ist. 

Nach (90.) bestehen daher die Scharen (M,), (N,) nur aus der 
Funktion 0. Daher ist die kleinste alle zu (F) gehörigen Eigenfunktionen 
von A,B umfassende Schar, die ja ihrer Endlichkeit wegen zu (M,) in 
B(@) komplementär ist, mit B(@) identisch. Ebenso ist die kleinste alle 
zu (G) gehörigen Eigenfunktionen von A,B umfassende Schar mit A(F) 
identisch. 

10* 
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Nach Satz 33 ist daher A, B zerlegbar. Damit ist Satz 38 bewiesen *). 

Aus den Sätzen 38 und 32* ergibt sich noch: 

Satz 38*. Es sei ein von {0}, |0} verschiedenes Paar A, B von 
endlichen linearen Operationen für (F),(G@) gegeben. Wenn es Faltungen 
gibt, für welche A,B ein reziprokes Paar bilden, so besteht für jede Funk- 
tion M(x) aus B(G@) die Gleichung 


(1-5) R)MM=0, 
worin k,,...%k, die positiven Eigenwerte des Paares A,B sind. 
Endlich erhalten wir aus den Sätzen 37 und 35, 38 folgenden Auf- 
schluß über das Wesen eines reziproken Paares endlicher Operationen: 
Satz 39. Es sei A,B ein von |0}, |0} verschiedenes Paar endlicher 
linearer Operationen für (F), (G), die den Bedingungen A(F) <(@), B(G)<(F) 


genügen. Damit es Faltungen für (F), (@) gibt, für die A,B ein reziprokes 
Paar bilden, ist notwendig und hinreichend, daß das Paar A,B zerlegbar 
ist und reelle Eigenwerte hat. 


*, Zum Zwecke des Vergleichs mit der transzendenten Beweisführung in der 
Dissertation von E. Schmidt will ich von der vorstehenden algebraischen Beweis- 
führung noch folgende Modifikation erwähnen. Man verstehe unter ($*) die Ge- 
samtheit aller derjenigen Funktionen aus (F'), welche zu allen zu (F) gehörigen 
Eigenfunktionen von A,B in bezug auf - orthogonal sind, und erkläre (W*) ent- 
sprechend für (@) und --. Nun definiere man die Operationen A,.B. für (F'), (@) 
ähnlich wie im zweiten Teile des Beweises für Satz 33, jedoch mit der Abänderung, 
daß man in den Zerlegungen der Funktionen F(z), G(£) unter $(x), ‘P(£) diesmal 
Funktionen aus (P*), (@*) versteht. Man zeigt wie dort, daß diese A,, B. Einzel- 
paare und im Falle > 1 paarweise getrennt sind. Ferner aber zeigt man leicht, 
daß A,, B. für -,-- ein reziprokes Paar bilden. (Daher könnte das Getrenntsein auch 
aus den Sätzen 36, 40 entnommen werden.) Da nun auch A,B ein reziprokes Paar 
bilden und die k„ reell sind, so bilden auch die Operationen 

A =A—-k A" — kA,  Bu=B-kB —---—kB: 

ein reziprokes Paar. Nach Satz 15 ist daher A,, B, ein ausgezeichnetes "Paar. Indem 
man, ähnlich wie oben (89.) gezeigt wurde, die Relationen A($*) < (W*), B(F*) < ($*) 
beweist, erkennt man, daß A,, B, keine Eigenwerte besitz. Nach Satz 34* ist also 
A, = /0}, Bo = {0}, also A=k,A, ++ +krAr, B=ekB, +---+kıBı. — Dieser Be- 
weisgang liegt besonders dann nahe, wenn man statt der linearen Operationen ihre 
Kerne behandelt. Er entspricht dann derjenigen Modifikation des transzendenten Be- 
weises, in welcher, nachdem die Existenz der Eigenwerte bewiesen ist, der unsymme- 
trische Kern nicht auf den symmetrischen zurückgeführt, sondern direkt nach .der- 
jenigen Methode behandelt wird, die E. Schmidt für den symmetrischen verwendet. 
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VI. Wir wollen noch die Zerlegung reziproker Paare endlicher 
Operationen auf ihre Kerne übertragen. Hierzu schicken wir folgende Be- 
merkung voraus: 

Satz 40. Es seien A,, B, und A,, B, zwei reziproke Paare endlicher 
Operationen für (F), (@) in bezug auf die Faltungen -,--. Damit diese 
Paare getrennt sind, ist notwendig und hinreichend, daß B,(@) und B,(@) 
orthogonal für -, A‚,(F) und A,(F) orthogonal für -- sind. 

Denn diese Bedingungen sind nach Satz 16 mit (84’.) gleichbedeutend. 

Nun stellen wir folgende Definitionen auf, welche sich auf gegebene 
Faltungen -,-- von (F),(@) beziehen. 

Eine zweireihige Funktion A(&;x) über (F),(G) heißt ein Zinzel- 
kern, wenn die Gleichung 

(91.) Ab;2)4Al;)A(l6;)= Als; 2) | 
besteht. Dies ist gleichbedeutend damit, daß das reziproke Paar A,B, 
dessen A aus dem Kerne A(&;x) entsteht, ein Einzelpaar ist. Denn die 
Gleichung ist mit der ersten und wegen Satz 11 auch mit der zweiten 
der Relationen (83.) gleichbedeutend *). 

Zwei zweireihige Funktionen A,(&;xz) und A,(&;x) über (F),(@) 
heißen orthogonal, wenn ihre x-Scharen orthogonal und ihre $-Scharen ortho- 
gonal sind. Nach Satz 40 ist dies gleichbedeutend damit, daß die rezi- 
proken Paare A,B, und A,,B,, deren A, und A, aus diesen Kernen ent- 
stehen, getrennt sind. Aus der ersten Fassung der Definition erkennt man, 
daß die Orthogonalität auch durch das Bestehen der beiden Gleichungen 

A,(-; x) 4(,;y)=0, A,($; +) Ay(n; -) = 0 





*, Die Einzelkerne lassen sich auch durch die Möglichkeit kürzester Dar- 
stellungen von besonderer Art kennzeichnen. Ist A(&:x) eine zweireihige Funktion 
über (F),(@) vom Range oe >0, so wähle man, was sich im Anschluß an $ 3 I. leicht 
als möglich erweisen läßt, aus ihrer z-Schar solche Funktionen M,(x),... M,(z) aus, 
daß M«(-) M;(-) = &u; ist, unter &,; für «+? die Zahl 0, für «=ß die Zahl 1 ver- 
standen. Hierauf setze man A(&;2) =N,(&)M, (x) +---+N,(&$)M,(2); dann ist 
Na(&)= A(&;-)M.(). Ist also speziell A(@;x) ein Einzelkern, so sind Me(x), N,(£) 
zusammengehörige Eigenfunktionen zum Eigenwert 1 für das reziproke Paar A,B, 
dessen A aus dem Kerne A(£; x) entsteht, und daher nach Satz 36 auch Na (+) N 3(--) = 85. 
Sind umgekehrt M,(x), N«(£) je e Funktionen aus (F'), (G), für welche M.(-) M;(-) = &ap, 
Na(»)Na(-:) = &a5 ist, so ist die Funktion A(&;2) =N, (E)M, (x) + ---+ N, (&)M, («) 
ein Einzelkern vom Range o. 
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ausgedrückt werden kann; man erkennt dies auch aus der zweiten Fassung 
der Definition, da die beiden Gleichungen den Relationen (84.) entsprechen. 
Eine Zusammenstellung k, F(x), @($) einer von 0 verschiedenen Kon- 
stanten und zweier von O verschiedener Funktionen aus (F), (@), welche 
das Gleichungssystem 
[? 68) = A(&; +) F(.) 
k F(x) = A(--;) G(--) | 
erfüllen, heißt ein Zigentripel des Kernes A($;x). Die Eigentripel des 
Kernes sind identisch mit den Eigentripeln desjenigen reziproken Paares 
A,B, dessen A aus dem Kerne entsteht. 
Nach Einführung dieser Benennungen können wir die für reziproke 
Paare endlicher A, B entwickelten Resultate auch so aussprechen: 
Satz 41. Jede von O0 verschiedene zweireihige Funktion A(&; x) 


über (F), (G) läßt sich auf eine und nur eine Weise in die Gestalt 
A&;2)=k A(&582)+ + +K,4,(8; 2%) 

setzen, worin die A,($;x) von O0 verschiedene Einzelkerne, die k, reelle 

Konstanten —>0 und im Falle z>1 die A,($;x2) paarweise orthogonal, 

die k, verschieden sind. 

Es sind dann die + k, die einzigen Eigenwerte des Kernes A($; x), 
und zu + k, gehören als Eigenfunktionen aus (F) die von 0 verschiedenen 
Funktionen der z-Schar von A,($; x), als Eigenfunktionen aus (G@) die von 
0 verschiedenen Funktionen der $-Schar von A ($;x), und nur diese. 

Nimmt man im Satze 41 für A(&;x) speziell eine Bilinearform der 
x und & und als Faltungen die Hauptfaltungen, so erhält man den Satz 
von der ‚„kanonischen Orthogonalzerlegung der Bilinearformen‘“ *). 





*) Unter diesem Namen erwähnt bei E. Schmidi,; a. a. O.' Einleitung und 
Kap. III. 














Entwicklung willkürlicher Funktionen bei einem 
thermoelastischen Problem. 


Von Herrn Herbert Laudien in Hirschberg*). 





Probleme der Wärmeleitung in homogenen Körpern mit Berück- 
sichtigung der durch die Temperaturänderung bedingten elastischen Ver- 
rückungen, wie sie Duhamel und Franz Neumann behandelt haben, haben 
in neuester Zeit dadurch besonders Interesse gewonnen, daß sie auf homogene 
Integralgleichungen mit unsymmetrischen Kernen führen und damit zu der 
Aufgabe, willkürliche Funktionen nach den Funktionen eines Biorthogonal- 
systems zu entwickeln. Solche Entwicklungen sind zuerst behandelt von 
Hüb**). Mit den Resultaten, zu denen Hub vordringt, erledigt sich eine 
große Anzahl derjenigen Probleme, bei denen die Eigenfunktionen der 
Kerne unhomogenen Differentialgleichungen 1. und 2. Ordnung genügen. 
Bei Wärmeleitungsproblemen der oben bezeichneten Art ergibt sich meist 
für die Eigenfunktionen eine Integrodifferentialgleichung, bei deren Über- 
führung in eine Integralgleichung sich der Kern nicht direkt als Lösung 
einer Differentialgleichung aufstellen läßt; vielmehr wird er gebildet mit 
einer zunächst hilfsweise als Lösung einer Differentialgleichung 2. O. ein- 
zuführenden symmetrischen Greenschen Funktion. 

Die Wärmeleitung im Stabe, dessen Enden auf der konstanten 
Temperatur 0 gehalten werden, auf den außerdem von außen keine Kräfte 
einwirken, ist von Koschmveder ***) behandelt worden. Im folgenden geschieht 





*) Der Verfasser ist im April 1917 für das Vaterland gefallen. Die Arbeit ist 
ein verkürzter Abdruck des 4. Kap. seiner Dissertation: Entwicklung willkürlicher 
Funktionen nach Funktionen orthogonaler und biorthogonaler Systeme. Breslau 1914. 
**) Dieses Journal Bd. 140. 
***) Dieses Journal Bd. 143. 
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dies für eine Kugel, deren Temperatur auf jeder mit ihr konzentrischen Kugel 
nur mit der Zeit variiert und auf die von außen keine Kräfte einwirken. 

Die von Duhamel aufgestellten allgemeinen Differentialgleichungen *) 
eines thermomechanischen Problems sind, wenn r den Abstand vom Kugelmittel- 
punkt und r-p den Zuwachs desselben für ein bestimmtes Teilchen bezeichnet, 





nn. 
ov Kk yLdv 20V Op 
a.) e) Hy zaNant + 30 Alap+r?®) 
Rp Ay dd 
” Ba trage 


Hierin bedeutet v® die Temperatur, it die Zeit, & die innere Leit- 
fähigkeit, c, die spezifische Wärme bei konstantem Volumen, c, die spe- 
zifische Wärme bei konstantem Druck, d die Ausdehnung der Längenein- 
heit bei Erwärmung von 0° auf 100°, 4 die Dichte des Körpers. 

Zu den Gleichungen (1.) treten, wenn der Radius der Kugel = 1 ist, 
die thermischen und mechanischen Grenzbedingungen 


Ben a) = + hol =(, 
2. | 
b) Sp +37. 590 = 0. 


Der Ausdruck = ad f ordr + J. "ordr genügt, welches auch 
0 0 


die Funktion v sein möge, den Differentialgleichungen (1?.) und (2".). 
9% : 


Setzt man diesen Wert in (1°.) ein und setztv-r = V, re 





er rn -e b’, so erhält man für V die Integrodifferentialgleichung 
v p 
(.) Aa ae, fr na dr. 


Diese N ist zu lösen für die Randbedingungen V "= 0, 
— +hVI=0. 


Für {= 0 ıst VY=f(r) eine willkürlich gegebene Funktion von r. 

Es entsteht die Aufgabe, f(r) in eine nach den Lösungen der Inte- 
grodifferentialgleichung (3.) fortschreitende Reihe zu entwickeln; diese hat 
schon Liouville**) behandelt; er fand, daß diese Lösungen zu denen einer 





*) Journal de l’Ecole Polytechnique Bd. 15, Cah. 25. 
**, Journal de math. Ser. 1, Bd. 2. 
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Differentialgleichung 2. O. orthogonal sind. In diesem Umstande liegt das 
Interesse, das die Aufgabe für die Theorie der Integralgleichungen besitzt. 


I. Das Biorthogonalsystem. 


Wir schreiben für r jetzt x; wird 
V=e*""u(a) 
gesetzt, so ergibt sich für den Raumfaktor u(z) die Integrodifferential- 
gleichung 
(4.) u’ + o(u+b’z [ zude)- 0. 
0 
Die Randbedingungen, denen u zu genügen hat, sind 


u” =0, wW+rhu=0. 
Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (4.) hat die Form 
u= Asinez+ Bcosos— B°z [ zuda. 


0 











2 Ina... i 
Setzt man «(p) = n ER ‚A 2 so 1st 
m _singz—a(p)-% 
Q 


eine der ersten Randbedingung genügende Lösung, und die zweite Rand- 

bedingung liefert die Eigenwerte als Wurzeln der Gleichung 

hsing wer u) 0: 
@ 

wir bezeichnen sie mit e,(v=1,2,3,..... Diouvidle hat bewiesen, daß 

sie sämtlich reell und von einander verschieden sind (a.a. O. 8. 445 ff.). 








w(E) = cose+ 


Für großes v haben sie die Form og, = (2v + ye+-, wo B, eine Funk- 


tion des Index v bezeichnet, deren absoluter Wert niemals einen von v 
unabhängigen Maximalwert überschreitet, sodaß, sobald » eine gewisse 


Grenze überschritten hat, die Wurzeln e, von den Stellen (2”-+ 1)5 be- 


liebig wenig verschieden sind. 
Neben der Gleichung (4.) betrachten wir nach dem Vorgange von 
Liowville und Hub die Differentialgleichung 
(5.) "+eV=0, 
deren Lösungen den Randbedingungen 
Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 1/2. 
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_8®(+h) fi 
3+B 


0 


svdz=0 





v’=0, v’(1)+holl) 


sin 0,% 


0, 
(5.) sind ebenfalls die Größen e,. 


Es sei nun u, die zum Eigenwert og= e, gehörende Lösung von 
(4.), v, die zum Eigenwert g= e, gehörende Lösung von (5.), so folgt 
aus den Gleichungen 


genügen; diese sind v, = 





Die Eigenwerte der Differentialgleichung 


op 
u, + 0%(u,+ b’a / zude) = 0, 
0 
v,+06u,=0, 
wenn man die erste mit ®,, die zweite mit «„ multipliziert, subtrahiert 
und von O bis 1 integriert, für u>v 


. 1 
[ uv,dz = ul) :0(0,) —=(. 
v u 0, 

Die Funktionen u und » bilden also ein Orthogonalsystem; ist 
do e=e, 
u(1)—— 
(1)7 e| 
20, 





. 1 
u=v, so ist / uv,de= — 
0 
II. Überführung der Differentialgleichungen (4.) und (5.) in Integralgleichungen. 
Die Greensche Funktion @(z,£) genüge den Randbedingungen 


G(2,F)=0, + h@ "= 0 und der Differentialgleichung 


(6.) 6 (8,8) = (0). 


da: 
. 0@ |e=5—0 
Ferner seı In e-t +1. Setzt man 


S «tta, )da= &b(E), G(a,E)+brBb(t)= K(a,E), 


0 
so erhält man aus (4.) und (6.) durch Greensche Kombination die Inte- 


gralgleichung 


u(f) = ef K (z,$)u(x) dx 


mit dem unsymmetrischen Kern K(z,£). 


Dieser genügt als Funktion von x der Differentialgleichung 


0®K 
(7.) Er] SuB 0, 


als Funktion von $ der Differentialgleichung 
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ö®K 


(8.) dr = — b’x& 
und den Randbedingungen 
=] 
K (0,9) = 0, | +AK| #4 MB); 
K(z,0) = 0 BE + ıK| - 0. 


Die expliziten AN: für den Kern K(z,$) sind folgende: 


Are £3+h)—-P(1+h) 
no »(- wu) ind ET 53 
je 3 +h)—P(1+h) 
u - in + 88 6(1 +h) 


Durch Greensche Kombination der Differentialgleichungen (5.) und 
(8.) ergibt sich für ® die Integralgleichung 


1 
v(@)=/ Ki E)v()ds. 
0 
f(z) sei eine stückweise stetige Funktion, dann sind die Funktionen 


F(£) -f K (x, &)f(z)dx und F(x = S Kia S)f(E)dE, die wir mit Äneser *) 


lie dargestellt nennen,. mit Ber ersten Ableitung stetig, während 
die zweiten Ableitungen stückweise stetig sind. Es ergeben sich leicht 
die für F und F geltenden Randbedingungen 

a) F(0)=0,F’(1)+AhF(l)=0; 
(1 + h)/ ER &)dE 
Ii+BaA+ned)’ 
letztere mit Berücksichtigung der Identität 


' . / &F(ods 
/ PAKHI- Farm‘ 
Umgekehrt ist jede den Randbedingungen a) oder b) genügende, 
mit ihrer ersten Ableitung stetige Funktion, deren zweite Ableitung stück - 





b) F(0)= 0,F’(1)+ hF(1) = 





weise stetig ist, quellenmäßig darstellbar. Sind F und F Funktionen 


von dieser Eigenschaft, von denen F den Randbedingungen a), F den 
Randbedingungen b) genügt, so definieren wir einmal f(z) durch die 
Gleichung 








*) Kneser, Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der mathe- 
matischen Physik (Braunschweig 1911), $ 2. 


2° 
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„ 3b? 
f(x)=—F 37» + Marl); 
aus dieser und der Gleichung (7.) folgt durch Greensche Kombination 


F($)= / Kia, 8) f(a)da. 


Das andre Mal definieren wir die Funktion f durch die Gleichung 


a. —f($); aus dieser und der Gleichung (8.) folgt wie oben 


Fia)= / Kia, 8) f(&)dE 


Ill. Ein allgemeinerer Kern X,(z, &) und seine Entwicklung nach den 
Eigenfunktionen. 


Der Kern K,(z, $) genüge der Differentialgleichung 
(9.) = + Ka, 8) =0 
und den Randbedingungen 
K,(0,5)=0,(1+D) 


nn 3B(1+h) Fu 
wobei D= 2648 gesetzt ist. 


Aus (4.) und (9.) folgt die Integralgleichung 
1 
u(@)= (2) / Kıla, $)ul)de 
0 








ok, je- 
Da + Ka D)=—DE, 








Es ist 
K,la g) —1008e5-2-w(2) +einsE[D(suins +oose) + seine —keoss] — DE} sinzx 
a 2? 0 (2) 
K,(a,d) = isinz&[D(zsinz + cosz) + sinz— hcosz] — zD&} sinzx + zw (2) coszx sinzd 
N | 2° w(2) 


Eine andre Form für X,(z,$5), welche erkennen läßt, daß K,(z, &) 
sich ebenso wie K(x,$) aus einem symmetrischen und einem unsymme- 
trischen Summanden zusammensetzt, läßt sich aus der oben angegebenen 
leicht ableiten. Setzt man 








jzcosz(1—£) + khsinz(1—&) +D-[zcosz(1 — £) — sinz(1 — &)]} sinzx 
@G, (z, &= 2 ’ 
z<_E 2 @ (2) 
_tzcosz(1— x) + hsinz(1—x)+ D- [zeosz(1 — 2) — sinz(1—x)]} sinz& 
@G,(2, $)= 2 ’ 
z># z w (2) 


so Ist 
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— _ D-tsinzz, 2 __ D-£sinzr 
K, m 2) = 2 5) zu) 2 a @, m, 5) w77 W 


Der Kern K,(x,&) erscheint somit als meromorphe Funktion der Größe 
z; die Pole sind die Nullstellen von w(z), d. h. die Größen +o,. Wir be- 
zeichnen nun mit Ä, einen Kreis, der die ersten 2n Nullstellen +e, um- 
schließt; der Radius von Ä,„ kann, sobald n eine gewisse Grenze über- 
schritten hat, gleich (n-+ 1) gewählt werden. In diesem Falle schneidet 
e- die reelle Achse zwischen _, und _,;,; dann bilden wir das Konturintegral 





Fri ml +- Kb, Nr, worin wir mit « eine Konstante bezeichnen, und er- 


uoibe auf nz: des Cauchyschen Residuensatzes 


K Ev, (x 
ft zu mr -K Ka, 8|"— zZ (e I un.de 


und, falls das links stehende Konturintegral mit unbegrenzt wachsendem 
n konv et 


Kı( E -u_y u,(2)v, (2) 
lim bi dz= K,(a,8)| ze WdE 


Bei der PEN des Konturintegrals sowie des weiter unten zu 


(10°.) 





3. 








_—— 


behandelnden Fi; = „. machen wir Gebrauch von zwei von Freund*) 
K 


abgeleiteten Formeln. 
Ist 8 eine Zahl derart, daß O0<fA<1 ist; sind ferner R(z) und 
S$(z) zwei rationale Funktionen und lim R(z)=c,, lim S(z)=c, endliche 


2l=» 2])=» 


Werte; sind schließlich C,„ Konturen, die mit n unbegrenzt wachsen, 


jedoch keine Nullstelle von e® — S(z) enthalten, so gilt die Gleichung 
PR d 
(11.) lim f PN gap -0 (k>1). 


n=on" C„ 


Ist & eine Zahl derart, daß 0<«@<{1, und behalten R(z), S(z),C, 
die oben ‘festgelegte Bedeutung, so gilt die Gleichung 


esR(z2) da 
a nf e—8(e) en 











*) Eugen Freund, Entwicklung willkürlicher Funktionen vermittelst meromorpher. 
Diss. Breslau 1909. 
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Ersetzt man in K,(z,8) die trigonometrischen durch die Exponential- 
funktionen, so zerfällt das Integral in eine Anzahl von Teilintegralen, die 
alle auf Grund der Gleichung (11.) mit wachsenden n gegen Null konver- 
gieren. Somit folgt aus (10°.) | 


De U, (Ev, (%) 
K,(z, &) "= Ze - u) / u, v,da 


und weiter, da lim Ä,(2,8)=K (z, £) ıst, 


v=0 
8 (EV, (%) 
u Zum Zw dx’ 











IV. Darstellung willkürlicher Funktionen. 


Wir erhalten zwei Arten von Reihenentwicklungen, je nachdem 
die willkürliche Funktion den Randbedingungen a) oder b) genügt. Ero 
füllt die willkürliche Funktion F die Randbedingungen a), ist sie als- 
darstellbar in der Form 


1 
F(6)= / Ka, $fla)dz, 
0 
so erhalten wir, wenn wir für X(x,&) die bilineare Reihe setzen, 


Fo)- Eu) Wtle)da; 





v1 0, ö 


nun ist 


S[ Fie)», (a)de - [v,(a)da / Kia,a)f(e)de 


un JS Moda [ Kia (da; [ ma)fa)de: 


folglich: 
o Us ()/ F(a)v, (a) da 
F(£) = . _. 
| (6) E S wv,de 
Erfüllt die Funktion F die Randbedingungen b), ist sie also darstell- 


bar in der Form F(a)= / Ki, E)/(E)dE, so erhalten wir 








Fia)= Eapaunas) NO, 


und da 











Laudien, Entwicklung willkürlicher Funktionen. 87 


S[ Fla)uie)da= ['u(e)da /K(a,$)}(&)dE= ro & / K(a,8)u,(e)da 


0 0 0 0 


uf EFE)AE ist, 


„v,(2)/ F(a)u, («)da 
er Tu v,da a 
Der Nachweis der Möglichkeit, unstetige Funktionen nach den 
Funktionen «, oder v, zu entwickeln, gestaltet sich im Anschluß an Knesers 
Integralgleichungen $$ 5,25 ebenso wie bei Entwicklungen nach Funktionen 
orthogonaler Systeme; man muß zu diesem Zweck die Entwicklungen der 
Ableitungen von Ä(x,$) nach x und $ besitzen. 


Durch Differentiation der er (10°.) nach x folgt 


13.) 1 S[OK,(a,8) de OK,’ nr u, (&)v («) 
ven 2 met. Fe or! sale —u) S'u,v,de' 


Kn 





Ersetzt man unter dem Integral die trigonometrischen Funktionen 
wieder durch die Exponentialgrößen, so zerfällt es, sofern der Fall z=#& 
zunächst noch ausgeschaltet sei, in Teilintegrale von der Form I nd Me 
: (2) z—u’ 

und wir erhalten, wenn x+£, auf Grund der Gleichung (12.) 
9 Ky(z, 8) u,(E)v, (2) 
0x Ze-a)f' u,v,de 





und damit auch 
OK(a,8) _ 2 w(E)v,() 
0% ‚msö a u,v, de' 


Im Falle «= bilden wir mit Hilb *) den Ausdruck 






































z=£+0 = &—0 
/ En OR, en und erhalten ebenfalls auf Grund der 
F£ 0% 0% z— u 
Gleichung (12.) 
oO K,j=2+0 ok, z=f—_0 
Öx 772 BR u‘ 
2 v1 (0, uam: nf‘ U, v, dı 
und damit auch 
oK ug OK em 0 
dx dz| __ 540%) 
2 1: 10 S Wwv,de' 





”, a. a. 0. S. 227. 











Schlußformel zur Hauptaufgabe der symmetrischen 
Funktionen. 


Von Herrn ©. Kostka in Insterburg. 





„Bei einer algebraischen Gleichung eine symmetrische Funktion der 
Wurzeln durch die Koeffizienten darzustellen.“ Für die alte, oft be- 
handelte Aufgabe ist bisher keine brauchbare Schlußformel bekannt geworden*). 
Wie solche durch Determinanten sich gestaltet, soll hier gezeigt werden, unter 
Verwertung einer einfachen, vom Verfasser vor Jahren bewiesenen Formel. 

1. Die Wurzeln von F(t) = 0 seien t,, ... t„, ihre symmetrischen Grund- 
funktionen c,, ... c,; also: 
(1.) Fi)= (t—4).(t—b)...(e—t)="— a." +. (— 1)" on 

K sei ein Produkt der c, T eine eintypige Funktion der £, C eine 
Determinante der ce von einfachem Bau; («) und (A) seien Reihen von 
positiven ganzen Zahlen, bei (A) stets in absteigender Folge; («’) und (A) 
die zugeordneten Reihen: 


(2.) (a) = &. &y +. a, = 19, 2, 89, ...; 
(3.) (A) = Ay, Ay, en An; 
(3°.) (AM) = 171, (r — 1-29, 2m, Pech, 


Jeder Exponent beı (2.) und (3°.) gibt an, wie oft die Grundzahl 
als Zeiger zu setzen ist; z. B. fehlt in (A’) der Zeiger 2, falls A, = A, ist. 
Die Anzahl der Zeiger in (A’) ist A,, die Anzahl derer von ihnen, die >1 
sind, ist A,. 


(4.) Ka Cage Our CT 5 
(5.) To . Ki rgeig gs Dog = 0 a. 


Die Glieder der Summe in (5.) unterscheiden sich nur durch Permu- 





*) Vgl. den Schlußabsatz der Arbeit, S. 99. 
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tation der Exponenten, von denen n—m Nullen sind; ihre Anzahl ist so- 
mit v= n!:(n—m)!m,! m,! m,!.... 

(6.) Ca= |& Gyzı Gr2 + Al 

In (6.) steht rechts eine Determinante r-ten Grades, deren h-te 
Zeile aus der hingeschriebenen entsteht, indem A, ,—Ah+ lan Stelle von A 
tritt. Die Zeiger der Hauptdiagonale sind A,4,,...4,_,. Es wird =1, 
jedes c mit negativem Zeiger =0 gesetzt. Die Größen t,,,, {„;2 usf. gelten 
als Null, daher auch c,,,, @nr2 usf.= 0. Allen it wird gleiches Gewicht bei- 
gelegt. Setzt man e.t, statt £, für jedes k von 1 bis n, so wird e’.c, aus 
c, und jedes 7, K,C erhält ohne sonstige Änderung den Faktor «*, wo u gleich 
der Summe der Zeiger wird. Also ist r das Gewicht von c,, und für das 
Gewicht « von T, K,C oder auch von den Zeigerreihen («), (A), («’), (A’) 


hat man: 
(7.)/ alle ++. 4,,1= +0, +. +0, ,=1.m,+2.Mm;+ ++» u.m,, 
| dabei m + mMm+ m, = m. 

Die Zahl m, kann nur 0 oder 1 sein; ist sie 1, so sind alle andern 
Mm,=0. Immer also m,!= 1. Wird eine der Funktionen X, T, C als Summe 
von Funktionen einer der andern Arten dargestellt, so haben alle Glieder 
der Gleichung dasselbe Gewicht. 

C., werde nach Produkten der Elemente entwickelt; nach Vereini- 
gung gleicher Glieder sei: 


(8.) 0a= en. Kur 
Dann gilt auch*): 


Die Summen (8.) und (9.) erstrecken sich über alle Reihen («) oder 
(A), die mit der Zeigerreihe links im Gewicht übereinstimmen. Bei be- 
stimmtem Gewicht « ist die Anzahl der Funktionen X, T, C stets dieselbe, 
nämlich gleich der Anzahl verschiedener Zerlegungen der Zahl « in positive 
Summanden; z. B. = 42, falls u =10. Die Zahl n wird in der Regel be- 
liebig groß genommen, z. B. = u, damit nicht einzelne Glieder der allge- 
meinen Lösung nur deshalb fortfallen, weil c,,, = 0 ist. 





*) Gl. (9.) zuerst bewiesen Journ. f. r. u. a. M. Bd. 93, S. 92, Satz 1.) im 
Anschluß an Bd. 81, S. 281ff. Vgl. Bd. 132, S. 163, Formel IP; Jahresber. d. Dtsch. 
Mth.-Ver. 16. Bd. S. 438, 439. Anderer Beweis: Schrft. d. phys.-ökon. Ges. in Königs- 
berg, Jahrgg. 1908, S. 379. 

Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 1/2. 12 
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x, st eine ganze Zahl, positiv, negativ oder Null, unabhängig vom 
Wert der £, allein bestimmt durch die Zahlen in (A) und («). Null muß 
sie sein, wenn die untere und obere Reihe nicht gleiches Gewicht haben, 
wenn m>r oder A, größer als das größte «,. Ist A, gleich einem der größten 
&,, so können (a) und (A) um den einen größten Zeiger gekürzt werden; 
daher auch #)=1. Die Zahl x{), verschwindet, wenn m >4,, auch wenn 
r größer ıst als das größte «. Dies folgt alles sofort aus dem Bau von (\,,. 
Daß x) oder x&r noch in andern Fällen, als den genannten, = 0 sind, ist 
sicher, darf jedoch hier unerörtert bleiben. — Die Hauptaufgabe wird gelöst 
sein, wenn es gelingt, x) als Funktion der Zahlen in (A) und («) darzu- 
stellen. Zunächst einige besondere Wege, x zu berechnen. 

a.) Man entwickle C,,, nach den Elementen der ersten Spalte: 


(10.) Ca=06,.C,, In ro« PERLE ER CR +09, ,CıH, WER RE EL. 

Die Summe hat höchstens r Glieder; sie bricht ab, sobald der voran- 
stehende Faktor c negativen Zeiger hat. Nach (10.) kann x{) durch Zahlen 
derselben Art, aber leichter zu berechnen, ausgedrückt werden. Ist A, ın 
(«) nicht enthalten, so kann das erste Glied in (10.) zum Wert von x4) 
nichts beitragen. Findet sich aber A, in der Reihe («), so ist zu prüfen, 


ob Ka:c,, in dem andern Faktor C;,.,....,_, vorkommt. Ebenso Prüfung 


der andern Glieder. 8o wird x{) durch andere x dargestellt, deren untere 
Zeigerreihe sich mehr und mehr verkürzt. Auch die obere Reihe verkürzt 
sich, es sei denn, daß c, als Faktor voransteht; dann aber wirkt wieder 
die Erhöhung des vordersten A günstig für die weitere Rechnung. Bei 
Ausführung der Rechnung ist auf gleiches Gewicht der unteren und oberen 
Reihe bei jedem x zu achten. Ein Beispiel: 


12 _ 7,3°2 733 o __,782 7,32,2 13 __,32 __,30 532 _ ‚0 = 
Kan =— Haan, t%osa,e = Ara Ars t Kr, > #7 #ı A —1! —ı =+2. 


b.) Wird 1::, statt i, gesetzt für alle Werte des k von 1 bis n, 


so tritt © ,:%, an Stelle von co, ferner RK, mann 7 und 


Om. : am Stelle von X, und O,,. Dagegen bleibt 4) ın (8.) 


ungeändert, und es wird aus (8.): 


ng (a) rn 
Oil ii. ia. or =2& a An. en P 


Also ist =&) zugleich der Zahlenfaktor von %”.K, .....n—,. , im 


Ausdruck für CO, ...n-. Setzt man «o, statt des beliebigen n, falls 
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größer als «, kein anderes «, ist, so hat man: 


—- ——Gjs ++» > 
( 1 1.) EN .n y” ‚ay—Q@ı eg—am—ı h 


Aus (11.) ıst stets Nutzen zu ziehen, wenn r.o,<2u ist. Aber 
auch z. B.: 
2, 
c.) Sei [m;] die Summe aller m,, deren Zeiger h>ı, dann ist*): 


iD a fer 2m: 





12) = (—1]) 








m,! ms! .. . Mu! 
a a wi 
(12°.) “= (— 1)" RE Ferner 
(1) Anm (-1ft. Bi m, [M+ı] . 
m,!m;!m;!.... m,‘ [m,)J—1| 





Die Richtigkeit von (12*.) erkennt man für r=1,2,3,4 aus den 
Gleichungen: 
G,=0;50,=4—-% (=G—20%+ 0; („= —3dat+ + 2,4% — 
Sie sei erwiesen für alle Zahlen von 1 bis r— 1. Dann kann in 

O,r- = 9.Cr1 — 41: Car + Cys- Ci — 
jede Determinante rechts nach (8.) und (12°) umgeformt werden. Ver- 
einigt man den voranstehenden Faktor c, mit jedem Summenglied, setzt 
aber m,: m,! statt 1: (m, —1)!, so folgt (12.), zugleich auch (12*.) für das 
um 1 größere r. Wird in | 
Cr 0. Oi, — 9,1: Oo, 

jede der beiden Determinanten rechts nach (8.) und (12.) entwickelt und, 
wie vorhin, der vordere Faktor zum Summenglied gebracht, so folgt (13.). 
Wird A,=1 bei (13.), also [m,,]= m, so setze man statt m, ‚= m, den 
Wert — (m —1), addiere die zweite Spalte der Determinante zur ersten, 
so geht (13.) in (12.) über. 

Als Anwendung von (12.) bestimmen wır 7, die Potenzzumme vom 
Grade vu. Hier ist (a)=u,0; Aa-ı= (— 1)", aber x) = 0, sobald 
zwei oder mehr Zeiger 4,1 in A sich finden. Daher nach (9.), (12.), 
(8.) und (7.): 





*) (12®.) zuerst bei Naegelsbach Progr. Zweibrücken 1871, S. VII; (12.) zuerst 
dieses Journ. 93, S. 115. Aus Gl. (25.) und (25*.) derselben Seite folgt für p=2 
unsere Gl. (13.). 


12* 
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= u = u 
r —— = (— ir. OR = 2. 1. Zelt Ka 
PER S(— ) (m wor 1) !(m, + 2m, + 3m; Abo: ), K 
(a) m, !m,!ms!... (e) 
= „m m-ı)! 
"IE ar 


Das ist Warings bekannte Formel. 

Durch (9.) und (12°) wird auch leicht Warings Aufgabe gelöst: 
T m,gm, zu bestimmen*). Hier ist «=m,+2m,; m=m,+ m,; es darf nicht 
„<< m oder r>2 sein. Also: 


hz= 
en. Ms; mM, 


T 1m 2 = % gm—h, mr 2n Oma, mh 





h=m: h=m. h ! 
ER 0 oh, 191 1.20 h (m, + )! 
nn Fu # mı+2h " Onarn, m—h = (— 1) - Mm, ! h! A Cn+n, my—h * 


Versucht man, ähnlich wie (13.) den Fall zu erledigen, daß A,,4,,%,>]1 
sind, so stößt man auf Hindernisse, sobald zwei dieser Zahlen gleich sind. 
2. Seien p Zahlen A, größer als 1, also: 
(2)= ps Ans eee A, 1°? 
In C,, haben die vorderen p—1 Spalten von der (p + 1)-ten Zeile ab nur 
Nullen. Zerlegt man C,, in eine Summe von Produkten aus je zwei Teil- 
determinanten, davon je eine vom (p—1)-ten Grad und aus den vorderen 
p— 1 Spalten entnommen, so hat die Summe p Glieder, die eine Deter- 
minante p-ten Grades bilden: 
(14.) On= | Crı + Qype Ol 41,0! 
in abgekürzter Schreibart, wie bei (6.).. Hier wird das letzte Element 
jeder Zeile nach (12.) entwickelt, dabei r und m statt r und m gesetzt, also: 
| - 
(14.) CO, = 19 Gi --- 4,22 (— 1%, u al, om, ee, ce, ..|. 


| 


Sei zunächst A, ,>p-—1, daher ın den ersten p Zeilen von CO, 
kein c, vorhanden, dessen Zeiger Null oder negativ ist. Dannistr=r—p+1 
und m=m—p+1, odr  t—m=er—m und m—l=m-—p; ferner ist 
m +m+m, +. -=mundl.m, +2.m,+3.m,+..-=4+r—1, dem Ge- 
wicht jenes ©. Nach (12.) ist r—p+ 1 die Gliederzahl in [m,,,_.]; also 
beginnt in der Z-ten Zeile von (14*.) die Summe [] mit m,, ‚—., und 
endet mit m,, ‚+. Das = der l-ten Zeile wird mit 3, , bezeichnet. 





*) Warıng, Medit. algebr. ed. IH, p. 14f. Vergl. Serret, Cours d’alg. sup. I, 176; 
ferner d. Verf., Journ. 81, S.288; Saalschütz, Arch. d. Mth. u. Phys. 3. Rhe, IX, S. 140ff. 
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Jedes Glied aus 8,_, ist mit jedem der (p — 1)! Produkte zu multiplizieren, 
welche die zu 3,_, gehörige Teildeterminante enthält, z. B. aus &,_, das 
Glied cl".c®.c}"... nebst dem zugehörigen Zahlenfaktor mit dem Glied 
+ chc&c$... aus der Teildeterminante. Bei letzterem wird das Vorzeichen 
durch die Stellung der c in der Teildeterminante bestimmt, und es ist 
tot, ++ =p—1lund 1, +2.%+3.%+.-=u—h ,+1i—r. Tritt 
zu dem aus 3_, stammenden Glied ein Faktor c, hinzu, so ist 
(m, + 1).Hrtt:(m, + 1)! statt &%:m,! zu setzen; kommen aber nachein- 
ander :, gleiche Faktoren c, hinzu, so tritt (m, + 1)-(m, + 2)---(m, + %,)- 
chat: (m, + :,)! für cr: m,! ein. Ist A einer der Zeiger, die bei &,_, in 
[ ] vorkommen, so wird beim Auflösen der Klammer einmal m, vor jenes 
Produkt treten, sonst m, mit anderem Zeiger, der bei c, zu beachten ist. 
Die Rolle sämtlicher c, mit bestimmtem Zeiger h innerhalb des betrachteten 
Gliedes wird nun deutlich. Ihre Anzahl ist m, + „= m, und m,! steht im 
Nenner. Aus der Entwickelung von C,, _ı+, stammen m, jener c,; 


sind sie alle aus den letzten r — p Zeilen entnommen, so wirken sie nur 
bei m,! (also auch bei m,!) des Nenners mit; gehörte aber eines von ihnen 
der Z-ten Zeile von C,, an, so findet sich m, auch als ein Glied in [] 
des Zählers. Die :, andern Faktoren c, entstammen der Teildeterminante, 
bestimmen das Vorzeichen des Gliedes durch ihre Stellung in der Deter- 
minante und liefern m, (m, — 1)... (m, — ti, + 1) als Faktor von [] im Zähler. 
Werden in gleicher Art die übrigen Faktoren c,, usf. berücksichtigt, so ist 
der Aufbau des Gliedes und des zugehörigen Zahlenfaktors klar erkennbar. 
Der allgemeine Teil ist cf.cg?.c5®...., wobei m + Mm; + Mm; + ++» = m ist und 
das Gewicht mit dem von (4) übereinstimmt. Das Vorzeichen ıst + (— 1)", 
wobei das Zeichen + oder — durch die Stellung der betreffenden c in den 
vorderen p—1 Spalten nach den Determinantenregeln festgelegt ist. Der 
Zahlenfaktor darf mit Einschluß des Vorzeichens geschrieben werden: 


(15.) (— 1) ".(m—p)! |[m,,_ 4, )-(+ mi .m2.mz ...)]: m! my! m;! ... 


Die Einrahmung | ] besagt, daß nach Auflösung der Klammer [ ] 
für jedes mi zu setzen ist m,(m,—1)---(m,—i+ 1). Der Ausdruck 
mim; m&... entstand, indem für jedes c,, das aus den vorderen 9—1 Spalten 
stammt, m, gesetzt wird, und durch die Stellung dieser c, in der Deter- 
minante, oder durch die Stellung der m, in einer entsprechend gebauten 
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m -Determinante, wird das Vorzeichen + oder — bestimmt. In [] wurde 
das Zeichen m statt m gesetzt. Dies ist statthaft. Denn bei rechnerischer 
Auswertung nach der durch | | bezeichneten Vorschrift kommt jedes m, 
aus [] unbedingt nur mit dem Wert m,—i, = m, zur Geltung; die Änderung 
trifft also nicht die Sache, nur die Form, hier aber ist sie bequem, weil 
dann ausnahmslos die Regel gilt, daß zur Herleitung des kurzen Aus- 
drucks für x{j) jedes c, in den oberen p Zeilen durch m, zu ersetzen ist. 
— Die Zahl (15.) hat zwar Bruchform, ist jedoch eine ganze Zahl. Denn 
ganz sind die Zahlen aus (12*.) nach bekanntem Satz; aus ihnen aber ent- 
stehen die Zahlen in (12.) und gleichfalls (15.) nur durch Erweiterung der 
Bruchform und durch Addition. 

Wird in dieser Art jedes Glied der Summen 3,, &,,... Z,_, mit jedem 
Glied der zugehörigen Teildeterminante multipliziert, so erhält man mit 
Sicherheit jedes Glied aus der Entwicklung von (14*.) nebst seinem Zahlen- 
faktor, keines aber zweimal. Die Gliederzahl der Entwicklung kann recht 
erheblich sein, doch ist das Bildungsgesetz durchsichtig. Es hängt allein 
von dem Bau der Reihe (A) ab. Die Werte der m,, an sich beliebig, wenn 
sie nur den Bedingungen (7.) genügen, sind doch hinsichtlich der Frage, 
welche Gruppen von ihnen in C,, vorkommen können, auch von (4) ab- 
hängig, wie der Aufbau von (15.) zeigt. Die Determinante p-ten Grades 
(kurze Form wie bei (6.)) | 

(16.) 2 — Im; Mr M4n—2 [m 4,—i]| 
muß in der ganzen Frage eine wesentliche Rolle spielen, weil durch sie, 
deren Bau eng an den von Ö,, sich anschließt, klare Ordnung unter den 
in Betracht kommenden Zahlenfaktoren geschaffen wird. 

Bevor wir nach dieser Richtung hin weitergehen, ist zu prüfen, wie 
die Verhältnisse sich ändern, wenn nicht mehr 4, ,>p-—1 gilt, sondern 
nur 4, ,—2. Dann können in den p oberen Zeilen von C\,,, Zeiger der 
Elemente ce auch Null oder negativ sein. Dap=1 undp=2 ausscheiden, 
kann c, frühestens in der dritten, ein negativer Zeiger frühestens in der 
vierten Zeile auftreten. Findet sich c, zuerst in der /-ten Zeile, so auch 
je einmal in jeder folgenden bis zur p-ten, und zwar von Zeile zu Zeile 
immer weiter nach rechts, jedoch nie über die zweite Stelle vor der Haupt- 


diagonale hinaus. Alle Zeilenelemente vor c, haben negative Zeiger und 
den Wert = 0, jedes Produkt, das solches Element als Faktor hat, ver- 
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schwindet. Tritt m, überall an Stelle von c,, so ist—z. B. für (16.)—festzu- 
setzen, daß jedes m mit negativem Zeiger = 0 ist. Hingegen ist m, bei- 
zubehalten, es spielt eine besondere Rolle. In der zu &,_, gehörigen Teil- 
determinante sei ein Glied + .c.%..., so st 9, +, ++ + =9—1, 
aber c, ist 1 und hat keinen Einfluß auf das Gewicht. Das Glied soll mit 
dem aus 3, , stammenden Produkt c!=.c!».c"®,,. nebst seinem Zahlen- 
faktor vereinigt werden. Zu dem Produkt treten jetzt nur p—1-—i, von 
1 verschiedene Faktoren hinzu; somit ist m=m—p+ 1-+i,, aber t=r—p-+1, 
also r—m=r— m—i,undm— 1-m-—p-+ i. Sind zunächst, wie früher, 
die Faktoren c,,c,, usf. untereinander vereinigt zu c!.c®.c®..., so ist 
hier auch m, =m,+ %,; die bis dahin erhaltene Form des Zahlenfaktors ist 
die von (15.), nur statt der beiden vornstehenden Faktoren steht hier 
(—1) "(m —p+ %)!. Hierfür aber kann man schreiben (—1)"”.| (mp) !. mi |, 
falls man festsetzt, daß der erste hinzutretende Faktor m, mit —(m — p-+1), 
der zweite mit — (m —p-+ 2) usf. in die Rechnung eingesetzt wird. Dann 
hat man den Zahlenfaktor: 

(15%.) (-1)"".(m—p)!| [m,_,-141-( + mo. my .mz ...) |: m,! m;! m,! ..., 
indem auch für |mf$] zu setzen ist m, (m, — 1)... (m) —%+ 1), dann aber 
m=—m-+p-—1. Das + in der Klammer bei (15°) ıst dasselbe, wıe 
vorher vor c@chc#.... Auch diese Zahlen sind, wie vorhin (15.), ganze 


Zahlen. 
Zu überlegen bleibt noch, wie (15°.) sich gestaltet für m <p, was, 


für 9 >2 eintreten könnte. Sei m=p—i. Dam mindestens 1 sein muß, 
also m —p-+ i, unter O nicht sinken kann, ist >:. Hält man bei (15*.) 
die ursprüngliche Form fest, so daß für (m—p)!|my] der Ausdruck 
(— 1)" (m — pP + %)! = (— 1)". (i, — %) ! steht, so ist hier, wie auch sonst üblich, 
(%, — i)! =1 zu setzen für i,=t, aber = 0 für „<<. Der letztere Fall kann 
in Wirklichkeit bei der Entwicklung nicht vorkommen, er wird nur zur ein- 
heitlichen Gestaltung der allgemeinen Formel erwähnt; um seinetwillen tut 
man gut, bei (15°.) auch (m—p)! in die Einrahmung |] hineinzuziehen. 

Jedes Glied in der Entwicklung von (14*.) enthält ein c- Produkt 
von der Form c5 "ci" cg?c#®..., also aus r Faktoren, unter denen m von 1 
verschieden sind. Der höchste Zeiger eines ce ist u+r—1, das Gewicht 
des Produkts ist das von (A). Aus (I) der Stellung, welche die Faktoren 
C, 69, Cg... des Produkts in der Determinante C,,, einnehmen, kann (II) 
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der zugehörige Zahlenfaktor von der Form (15*.) ohne Zweideutigkeit er- 
mittelt werden. Umgekehrt findet man (I), wenn (II) bekannt ist. Der 
Nenner 'von (15*.) gibt die allgemeine Form c!" cd c®..., also ist m bekannt 
—= mM + Mm; + M; + »--. Im Zähler finden sich im Rahmen |] pP — « Fak- 
toren, man kennt also :,, weil man p kennt; auch r— m — i, ist bekannt, 
und dies ist die Anzahl der Elemente c,, welche aus den unteren r—p 
Zeilen von C,, für das c-Produkt zu entnehmen waren. Das allgemeine 
Vorzeichen ist (—1)"”"%, also weiß man, welches Vorzeichen innerhalb 
des Rahmens || zu setzen ist. Hier steht jetzt +m$ ma m$...-[m,], das 
sind » Faktoren. Von ihnen wird ein bestimmtes Glied aus der Entwicklung 
von Mi} gebildet. Jedes m,, der vorderen p— 1 Faktoren dieses Gliedes 
wird an seiner Stelle in der Determinante durch c,, ersetzt, daher sind 
genau die in Betracht kommenden Elemente c aus der Teildeterminante 
(p — 1)-ten Grades bekannt, die zu dem durch [m,] gekennzeichneten = 
in (14*.) gehört. Endlich wird [m,] ersetzt (vgl. Beweis zu (12.)) durch 
Cy: Or» — Crrı- Op -ı + +++, wobei aus jedem Ü nur diejenigen c zu ent- 
nehmen sind, die noch zum vollen Produkt cf: c#®... fehlen. So ist die 
Stellung aller Teile jenes Produkts in der Determinante festgelegt. Sei 
z. B. (4) =5, 3°, 2%, 1” und die Zahl (15°.): 
(II) 7! |m, mz m, m, [m,]]: m,! ma! m;! m,! m,! m,!, 

wobei nachher m, =6; m;=1; m, =2; m,=1; m, =2; m, =1, jedes andere m, =0 
zu setzen ist, außer m. Hier ist u=34;r=20;m=13;9=8;W=2. 
Das allgemeine Produkt ist ed’ c}-cg-c3-c,-c3-c,. Es stimmt, daß 7 !=(m—p-+i,)! 
ist. Hauptvorzeichen ist (—1)””"*, hier —1; also ist aus der Deter- 
minante (p— 1)-ten Grades das Gjied —c5c,c5c,c, zu entnehmen, ent- 
sprechend — mim, m3m,m,. Der Faktor [m,] stammt aus der 6-ten Zeile. 
Statt [m,] ist zu setzen c,-Cj» — 65 Cu, die folgenden Glieder verschwinden, 
schon |m;] =m,(m, —1) =0. Aus jener 6-ten Zeile von C,,, ist entweder 


c, oder c, zu entnehmen, dann aus den letzten 12 Zeilen im ersten Fall 
GCCgC, Im zweiten C9Ci6g6,. Damit ist (I) genau bestimmt. Eine gute 
Probe bietet sich noch: (II) liefert den Wert +84; denn dort ist der ein- 
gerahmte Teil = mm; (m; -1)m,m,[m, + (m; —1)+(m,—1)]. Aus der 
Determinante (p — 1)-ten Grades ergab sich der Faktor — 1; aus O.„ ist — 42 
als Faktor von &cczc, und aus — On ist — 42 als Faktor von deze, 
nach (12*.) zu berechnen; also (— 1). {(— 42) + (—42)} = + 84, wie oben. 
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Vorstehende Überlegungen beweisen den engen Zusammenhang 
zwischen einem K,, aus (14*.) und seinem Zahlenfaktor. Bei der vollen 
Übereinstimmung des Hauptteils von (14*.) mit Mi) bietet auch, so könnte 
man sagen, die Anschauung selbst Gewähr dafür, daß kein X, aus (14*.) 
übersehen und keines zu oft in Ansatz gebracht wird. Ein Ä, dessen 
Zeigerreihe («) und dessen Entstehung aus der Determinante (14*.) fest 
bestimmt sind, hat als Zahlenfaktor eine bestimmte ganze Zahl in Bruch. 
form. Der Nenner ist das Produkt der Fakultäten von den Exponenten 
derjenigen Größen c,, ... c„ welche K bilden; im Zähler steht neben dem 
Faktor (m—p)! als weiterer Faktor das Glied aus M%}, welches genau 
jenem K,,, entspricht. Das Vorzeichen ist (— 1)’"”. Werden also alle 
K,., mit gleicher Zeigerreihe, die aus (14*.) durch die verschiedenen Zu- 
sammenstellungen der Elemente entstehen können, miteinander vereinigt. 
so bleibt bei dem neuen Zahlenfaktor das Vorzeichen, der Nenner und der 
Faktor (m —p)! des Zählers unverändert; die andern Teile des Zählers 
bilden die Determinante M%), in der jedoch jedes m, = 0 zu setzen ist, 
dessen Zeiger h negativ oder zwar positiv, aber nicht in («@) vorhanden ist, 
m, ist beizubehalten. Hieraus erkennt man klar die Richtigkeit der Formel: 


1, mm Mol 


(a) __ 
M, . Me . ee.» Mi +r—1 P} 


’ 


wobei die Einrahmung hinweist auf folgende 
(17°.) Vorschrift: „Zur Auswertung von (17.) wird in M{2 jedes 
m,, dessen Zeiger negativ oder zwar positiv, aber in («) nicht vor- 
handen ist, durch O ersetzt; m, wird beibehalten. Die Determinante 
ıM{2] wird dann unter Auflösung der Klammern [] nach Produkten 
der m, entwickelt, aber für jede Potenz m;* wird das Produkt 
m, (m, — 1) ... (m, — + 1) geschrieben, auch für Ah=0. Statt m, 
wird schließlich m +p—1 und statt jedes anderen m, der aus («) 
ersichtliche Wert gesetzt. Ist m <p, etwa m =p-—.i, so hat (m—p)! 
nur in Verbindung mit Potenzen von m, einen von Null verschiedenen 
Wert; es ist |(m — p)!-m& ]= | (—t)!- mb |=(—1)®- (W—?)! zu nehmen, 
dabei (,W—:)!=1 für =, aber = 0 für ,<e.“ 
Man könnte auch beim ersten Schritt m, und alle m, mit positivem 
Zeiger beibehalten, nur die mit negativem Zeiger = 0 setzen, ganz zuletzt 
erst neben m =—m+p—1 die Werte der m, aus («) berücksichtigen. 


Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 1/2. 13 
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Dann erhielte man aus einer allgemeinen Formel die Werte sämtlicher 
x, für ein bestimmtes (4). — Bei der Entwicklung von M%} ist bemerkens- 
wert, daß jedem Element m, der Determinante (k > 0) verschiedene Werte 
für die Rechnung beizulegen sind, je nach der Gruppe der andern Elemente, 
mit der jenes im Produkt zusammentritt. Welche Werte es sind, sagt die 
Vorschrift. — Jedes c-Produkt aus (14.) und (14°) hat das Gewicht w. 
Dabei kommt das letzte Element der /-ten Zeile mit 4, ,—! + r in Rechnung. 
Aber in [] von &,_, oder von der Z-ten Zeile in M%) liegen die Zeigerwerte 
der gleichberechtigten Summanden zwischen ,,—+r und 4 ,—!-+p. 
sie haben r—9p-+ 1 verschiedene Zahlenwerte.e Somit kann das Gewicht 
der einzelnen m-Produkte aus M%}) alle Werte zwischen u und u—r+p 
haben; es wird nur « sein, wenn sämtliche A, größer als 1 sind. 

Zwei Beispiele zu (17.): a) Sei (A) = 6, 3*, 1°"? und («) = 7,4”, 2”, 1”, 
also m; = m, = Mm, = M; = my; usf. = 0 und |m?|= 0. Dann wird: 
LM 9 = m; (ms—1)m, (m, —1)m, —2m, mm, (m, —1) m — mom, (m, —1) (m, —2)m.. 

Ist nun m, =5;m, =1;m,=2 neben m,=1, also u = 22, so ist 
[Mg =—20 und Ag = (1 END __g, wie 8,91. — Ist 
aber m, =8;m, = 3; m, =5;m,=1, so st m=17;u=41;p =5;r=2383;m, =—13; 
also | M@ | = — 60 und x = + 990. — b) der Faktor von O,,,5 in der 
Entwicklung von Ty.,.. ist zu finden. Er ist zy1.= 2. Man ent- 
wickle Mi nach den Elementen der letzten Spalte und durch Teildeter- 
minanten 3-ten Grades, berücksichtige auch |m}] = 0; dann ist: 

ME] = |m;3 + mym; — 6m, m} m; — 5m, mim; + 10m} m} m: + 5m, mz m; ] 
Weil m, = — 7; m, = 4; m; = 7; m; = 2, wird |MY]= — 7. 6. 5.4. 11. 16. und 
der gesuchte Faktor =— 440. — Nachprüfung der Beispiele nach (10.), 
nach (12.) und (13.) bestätigt die Werte. 


Aus (8.) und (17.) folgt: 





(m — p)!-Mi] 
K, )? 
m 'm!..my! @ 





(18.) Ca=Z(-17”. 


aus (9.) und (17.) nebst (3*.): 
am Ze 
(19.) Tim m... ım = & (1) a Our 


Auch könnte bei (9.) 7,,= z #.Can geschrieben und dies mit (17.) und 





(3°.) vereinigt werden. 
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Als Sonderfall von (19.) erhält man für 7m, „m, genau den Wert auf 
S. 92; denn da ist ,=m+ h;, = m; —h; | MA |= \m2 "| =m.(m;—1)...(h+1). 
— Diesen einfachsten Fall von (19.) hat Waring um 1780 erledigt. Selbst 
die nächste Erweiterung T'm, sm, 3m, wurde bisher nicht durchgeführt. Hier 
werden schon gewisse Schwierigkeiten des allgemeinen Falles bemerkbar, 
bei deren Überwindung gerade die Determinante wesentliche Dienste ge- 
leistet hat. So bilden die Formeln (17.), (18.), (19.) eine wertvolle Er- 
gänzung zu mancherlei einfachen Beziehungen zwischen symmetrischen 
Funktionen, die auf Grund des Determinanten - Verfahrens früher schon*) 
aufgedeckt worden sind. 

Vorstehende Abhandlung war schon längere Zeit im Besitz des 
Journals, als im Juli 1917 die Dissertation**) „Zur Hauptaufgabe der 
symmetrischen Funktionen‘ von Herrn Gustav Junge erschien, worin eine 
Schlußformel anderer Art abgeleitet‘ wird (S. 92, Gl. V). Nach Gedanken- 
gang und Ergebnissen sind die beiden Arbeiten ganz verschieden. 


*, Vgl. namentlich dieses Journ. Bd. 93 und 132; dazu auch die Übersicht 
im Jahresbericht d. Dtsch. Math.- Ver. 16. Bd. 


u 


Berlin, Emil Ebering. 
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Arıthmetische Eigenschaften ganzer Funktionen. 


Von Herrn P. Stäckel in Heidelberg. 


1. Eine Reihe von Begriffen und Sätzen, die sich auf ganze posi- 
tive und negative Zahlen beziehen, läßt sich auf ganze Funktionen einer 
oder mehrerer Veränderlichen mit ganzzahligen Koeffizienten übertragen. 
Das gilt vor allem für die Lehre von der Zerlegbarkeit der ganzen Zahlen, 
der eine Lehre von der Zerlegbarkeit der ganzen ganzzahligen Funktionen 
im Bereiche der ganzen Zahlen und der ganzen Funktionen entspricht; nach 
einem Satze von Gauß*) und dessen Verallgemeinerung auf ganze Funk- 
tionen von beliebig vielen Veränderlichen**) folgt hieraus unmittelbar die 
Entscheidung über Zerlegbarkeit oder Unzerlegbarkeit im Bereiche der ratio- 
nalen Zahlen und der rationalen Funktionen. 

Während man auf die angedeutete Art von den ganzen Zahlen 
ausgehend zu ganzen Gebilden höherer Stufe aufsteigt, kann man auch 
den umgekehrten Weg einschlagen, d. h. in eine ganze ganzzahlige Funk- 
tion von n Veränderlichen für die Veränderlichen ganze ganzzahlige Funk- 
tionen von weniger als n Veränderlichen oder ganze Zahlen einsetzen und 
nach den Beziehungen fragen, die zwischen den Eigenschaften der ursprüng- 
lichen Funktion und den durch sie dargestellten ganzen ganzzahligen Funk- 
tionen und ganzen Zahlen bestehen. 





*, ©. F. Gauß, Disquisitiones arithmeticae, Leipzig 1801, art. 42; Werke, 
Bd. I, S. 34. 
**, H. Weber, Lehrbuch der Algebra, Bd. I, Braunschweig 1898, S. 75; kleine 
Ausgabe, Braunschweig 1912, S. 72. 
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Zu den nach dieser Richtung angestellten Untersuchungen soll im 
folgenden ein Beitrag geliefert werden. 

2. Gegeben sei eine ursprüngliche ganze ganzzahlige Funktion einer 
Veränderlichen 

fe)= u tue ++. - +0, +a,E". 

Bedeutet % eine ganze positive oder negative Zahl, so sind die Funktions- 
werte f(k) wiederum ganze Zahlen, die, ebenso wie die Funktion f(x) im 
Bereiche der ganzen Zahlen zerlegbar oder unzerlegbar ist, ihrerseits zu- 
sammengesetzte Zahlen oder Primzahlen (mit positivem oder negativem 
Vorzeichen) sein werden. 

Wenn f(x) zerlegbar ist, also etwa 


(x) Ei y(2)- (er), 
so ıst /(k) ım allgemeinen eine zusammengesetzte Zahl, denn y(k)-w(k) 


ist dann und nur dann eine Primzahl, wenn gleichzeitig der eine Teiler 
eine Primzahl und der andere gleich + 1 ist. Nun können die Gleichungen 


ya)= th, wa) Hl 
zusammengenommen höchstens 2n ganzzahlige Wurzeln besitzen, mithin 
gilt der Satz: 

Satz 1. Eine zerlegbare ganze ganzzahlige Funktion f(x) vom Grade 
n kann höchstens 2n Primzahlen darstellen, und es werden daher, sobald der 
Betrag von k eine gewisse Grenze übersteigt, durch f{k) nur zusammengesetzte 
Zahlen dargestelli. 

Wenn f(x) unzerlegbar ıst, so läßt sich leicht zeigen, daß dadurch 
ebenfalls unbegrenzt viele zusammengesetzte Zahlen dargestellt werden. 
Wählt man nämlich %k so, daß f(k)=K von 0 und +1 verschieden ist, 
so werden durch fAA +%k), wo A eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, 
lauter ganze, durch K teilbare Zahlen dargestellt, und da es höchstens 3n 
ganze Zahlen A gibt, für die faK + k) gleich 0 oder + K wird, so gibt 
es unbegrenzt viele solche Zahlen A, für die {(AK+k)=KL ist, wo L 
eine von 0 und + 1 verschiedene ganze Zahl bedeutet. Diese Zahlen XL 
sind sicher zusammengesetzt. Man hat daher den Satz: 

Satz 2. Unter den ganzen Zahlen, die durch eine ganze ganzzahlige 
Funktion f(x) dargestellt werden, gibt es, mag f(x) zerlegbar oder unzerlegbar 
sein, stets unbegrenzt viele zusammengesetzte Zahlen. 
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Hieraus folgt unmittelbar: 


Satz 3. Es gibt keine ganze ganzzahlige Funktion f(x), die für 
ganzzahliges x lauter Primzahlen darstellt. 

3. Der Grundgedanke des Beweises für den Satz 2 rührt von Euler 
her, der am 28. Oktober 1752 an seinen Freund Goldbach schrieb: 

„Jedoch gibt es gewiß keine series algebraica, deren omnes termin! 
numeri primi seyn können. Denn es sey X der terminus indici x respon- 
dens, und daher A der terminus indici dato a respondens, so wird, wenn 
man nimmt = nA-+-.a, der terminus X divisibilis per A und also nicht 
primus.‘‘*) 

Goldbach antwortete darauf am 18. November 1752, daß er diesen 
Satz bereits in einem früheren Briefe an Euler mitgeteilt habe**). In 
der Tat heißt es in dem Briefe vom 28. September 1743: 

„Ob es zwar leicht ist zu demonstriren, daß keine formula alge- 
braica hujusmodi 


a+bz+cX-+ da? + etc. 


lauter numeros primos geben kann, posita x pro exponente terminorum, 
die coefficientes «a, b, c etc. mögen numeri integri quicunque seyn, so gibt 
es doch formulas, welche vor vielen andern eine Menge numerorum pri- 
morum in sich halten; dergleichen ist die series 


tt+ 19x — 19, 


so in den ersten 47 terminis nur vier numeros non primos hat.‘ ***) 


*) Correspondance mathematique et physique de quelques celebres geometres 
du XVIlliime siecle, publiee par P.-H. Fuß, St. Petersburg 1843, T. I, S. 589; vgl. auch 
Eulers Abhandlung: De numeris primis valde magnis, Nov. Comment. acad. Petrop. 
T. 9 (1762/3), 1764, S. 103; Opera omnia, Ser. I, vol. 3, S. 5. 

**, Correspondance, T. I, S. 595. 

***) Correspondance, T. I, S. 257. Goldbachs Behauptung ist richtig; die Aus- 
nahmewerte von x sind die vier: 19, 25, 36,38. Ein anderes Beispiel dieser Art hat 
Euler angegeben: die Funktion © —x-+ 41 liefert für <= 0,1,2,...,40 nur Prim- 
zahlen; L. Euler, Extrait d’une lettre a M. Bernoulli, Nouv. Mem. Berlin (1772), 1774, 
S. 36, Opera omnia, Ser. I, vol. 3, S. 337. Vgl. auch @. Frobeniüus, Über quadratische 
Formen, die viele Primzahlen darstellen, Sitzungsber. der Berliner Akademie, 1912, 
S. 966. 
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4. Es gibt sogar ursprüngliche unzerlegbare Funktionen f(x), die nur 
zusammengesetzte Zahlen darstellen. Um dies zu zeigen, werde die ur- 
sprüngliche Funktion gebildet 

fix) = (« — 1) (2 —2) (2 — 3)... e+1)(c—e)+%o, 
wo « irgendeine gegebene und 4 eine noch willkürliche ganze Zahl be- 
deutet. Es ist klar, daß hier die Funktionswerte f{k) ganze, durch « teil- 
bare Zahlen sind, und man hat daher nur noch zu beweisen, daß f(x) 
bei geeigneter Wahl von A unzerlegbar ist. Dies folgt jedoch sofort aus 
einem allgemeinen Satz von Huübert*), wonach es stets auf unendlich viele 
Arten möglich ist, in einer unzerlegbaren ganzen ganzzahligen Funktion 


F(&, y, ..., w;t,r,...,9) 


für die Veränderlichen t,r,...,g ganze Zahlen einzusetzen, sodaß dadurch 
F(x, y,...,w; t,r,...,g) in eine unzerlegbare Funktion von z, %,...., w über- 
geht. Denn als Funktion der Veränderlichen x und A angesehen ist f(x) 
unzerlegbar. 

Von hier aus wird man zu der Aufgabe geführt, den größten 
gemeinsamen Teiler aller durch eine ganze ganzzahlige Funktion f(x) 
vom Grade n dargestellten ganzen Zahlen zu bestimmen. Sie wird in 
überraschend einfacher Weise durch einen Satz von Hensed**) gelöst, der 
besagt, daß dieser größte gemeinsame Teiler gleich dem größten gemein- 
samen Teiler von irgendwelchen n + 1 Zahlen /(k) ist, deren Argumente 
k unmittelbar aufeinander folgen, also zum Beispiel gleich dem größten 
gemeinsamen Teiler der n + 1 Zahlen (0), /(1), f(2), -.., /(n). 

5. Das Gegenstück zu den soeben betrachteten ganzen ganzzahligen 
Funktionen, die lauter zusammengesetzte Zahlen darstellen, bilden die Funk- 
tionen f(x), die unbegrenzt viele Primzahlen in sich halten. Daß es 
solche Funktionen gibt, zeigen die linearen Funktionen «a+bx, bei denen 
a und 5 teilerfremd sind***). Für sie gilt als Umkehrung des Satzes 1: 


*) D. Hilbert, Über die Irredueibilität ganzer rationaler Funktionen mit ganz- 
zahligen Coeffizienten, dieses Journal Bd. 110, 1892, S. 104. 

*) K. Hensel, Über den größten gemeinsamen Teiler aller Zahlen, welche 
durch eine ganze Funktion von n Veränderlichen darstellbar sind, dieses Journal, 
Bd. 116, 1896, S. 350. 

***) (7, Lejeune Dorichlet, Beweis des Satzes, daß jede unbegrenzte arithmetische 
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Satz 4. Wenn eine ganze ganzzahlige Funktion f(x) unbegrenzt viele 
Primzahlen darstellt, so ıst sie unzerlegbar. 

Die Unzerlegbarkeit von f(x) läßt sich jedoch schon erschließen, 
wenn man die geringere Forderung stellt, daß jenseits einer gewissen, durch 
die Koeffizienten von f(x) bestimmten Grenze für den Betrag von k 
mindestens eine Primzahl /(k) vorhanden ist, d. h. es gilt der 

Satz 5. Jeder ganzen ganzzahligen Funktion f(x) läßt sich eine 
positwe ganze Zahl S von der Beschaffenheit zuordnen, daß f(x) wm Bereiche 
der ganzen Zahlen unzerlegbar ist, falls es eine ganze Zahl k von einem Be- 
trage größer als S gibt, für die f(k) eine Primzahl wird. 

Es möge noch hervorgehoben werden, daß die ın dem Satze 5 
ausgesprochene Bedingung hinreichend, aber nicht notwendig ist, d. h., 
falls es keine solche Zahl k gibt, bleibt es unentschieden, ob f(x) zerlegbar 
ist oder nicht. 

Um den Satz 5 zu beweisen, hat man nur zu beachten, daß erstens 
nach einem Satze von Kronecker*) als mögliche echte Teiler einer gege- 
benen ganzen ganzzahligen Funktion f(x) nur eine endliche Anzahl ganzer 
ganzzahliger Funktionen y(x) in Betracht kommt, und daß alsdann zweitens 
der Betrag der dem Betrage nach größten ganzzahligen Wurzel der Gleichungen 

y(z) = +1 
einen Wert von S liefert. 

Wenn dieses Verfahren nicht nur das Vorhandensein von S sicher- 
stellt, sondern auch nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu einem 
Wert von S führt, so hat es doch den wesentlichen Mangel, daß mit der 
Aufstellung der Funktionen Y(z) die Frage nach der Zerlegbarkeit oder 
Unzerlegbarkeit der Funktion f(x) im Grunde schon entschieden ist. Es 
ist daher wichtig, daß man einen Wert von S unmittelbar aus den Koef- 
fizienten von f(z) herleiten kann; freilich wird der auf diesem Wege er- 


Progression, deren erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Factor sind, unendlich viele Primzahlen enthält, Abhandlungen der Berliner Akademie. 
Berlin 1837, S. 45; Werke, Bd. I, S. 313. 

*) L. Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Funktionen, dieses Journal, Bd. 92, 1882, S. 10—12. Einen auf anderer Grundlage 
beruhenden Beweis hat J. König gegeben, Einleitung in die allgemeine Theorie der 
algebraischen Größen, Leipzig 1903,.S. 128. 
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haltene Wert im allgemeinen größer ausfallen als der Betrag jener ganz- 
zahligen größten Wurzel der Gleichungen Y(2)= +1. Man kann nämlich 
aus den Koeffizienten von f(x) zunächst eine obere Grenze @ für die Be- 
träge der Koeffizienten herleiten, die in der Gesamtheit der Funktionen 
y(x) auftreten, und darauf eine obere Grenze S für die Wurzeln aller 
Gleichungen 

o(x)= +1 
gewinnen, deren linke Seiten entstehen, wenn man alle ganzen ganzzahligen 
Funktionen von x der Grade v»<{n bildet, deren Koeffizienten dem Be- 
trage nach die Grenze @ nicht übersteigen. 

6. Die Bestimmung einer oberen Grenze @ für die Beträge der 
Koeffizienten in den Funktionen Y(x) ist leicht, wenn man den Funda- 
mentalsatz über die Wurzeln algebraischer Gleichungen voraussetzen will. 
Dies erscheint jedoch bei Untersuchungen, die sich im Gebiete der ganzen 
Zahlen bewegen, unzulässig. Einer brieflichen Mitteilung Hensels entnehme 
ich ein Verfahren, bei dem. man aus dem Bereiche der ganzen Zahlen nicht 
heraustritt*). Es verdient um so mehr Beachtung, als daraus ein neuer 
Beweis für den Äroneckerschen Satz hervorgeht. 

Hensel beweist zunächst einen Hilfssatz über die Größe der Elemente 
eines adjungierten Systems, den er wiederholt angewandt hat, der sich 
aber auch schon in einer Abhandlung von Hurwitz aus dem Jahre 1897 
findet **). 


Es seien &,, %,, ...,&%, irgendwelche von einander verschiedene ganze 


Zahlen, deren Beträge eine obere Grenze X haben, und %,, %s, ..., 4, irgend- 
welche reelle Größen, für die Y eine obere Grenze der Beträge bilde. Dann 
sollen für die Beträge der n Unbekannten %,, %, -.., %_], die den line- 
aren Gleichungen 

WULF HG =Y, vebanım 
genügen, obere Grenzen ermittelt werden. 


*) Auch die Sätze von König geben die Grundlage für ein solches Verfahren: 
man müßte,zu diesem Zwecke die Koeffizienten k,, in dem Dedekindschen Hilfssatz 
(a. a. ©., S. 76) ermitteln oder doch abschätzen, was jedoch bis jetzt noch nicht 
durchgeführt worden zu sein scheint. 

**, A. Hurwitz, Ueber lineare Formen mit ganzzahligen Variabeln, Göttinger 
Nachrichten, 1897, S. 139. 
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Die Unbekannten ergeben sich als Quotienten von Determinanten 
der Ordnung n mit dem gemeinsamen Nenner 


D= || („e=1,2,...,n). 


Man überzeugt sich sofort, daß 
D> |(\s,0"]= 4 

ist. Jede Unterdeterminante D’ von D besteht aus (n — 1)! Gliedern 

AB... 
wo a,ß,Y,...,x irgendwelche n— 1 Zahlen aus der Reihe 1,2,3,...,n 
und 4, u,v,...,o irgendwelche n — 1 Zahlen aus der Reihe 0,1,2,...,n— 1 
bedeuten. Mithin ist 

ID|<n— 1 X", 

Hieraus folgt weiter, daß der Betrag einer jeden der Determinanten, die 
in den Zählern jener Quotienten auftreten, 

© sau z 
ist, und man erhält schließlich die gesuchten Ungleichheiten in der Gestalt 


Nach dieser Vorbereitung betrachte man die ganze ganzzahlige 

Funktion 
fe)= ot ar +++ a0". 
Wenn sie im Bereiche der ganzen Zahlen zerlegbar ist, so läßt sich jeder 
ihrer Teiler in der Form schreiben 
ya)=WwW+ WE Wr + + u 10; 
hierbei kann ein Teil der Koeffizienten «,_,, %,_s, ... den Wert Null haben. 
Für x mögen der Reihe nach die ganzen Zahlen z,,%,...,2, ın f(x) und 
p(x) eingesetzt werden. Dann sind die ganzen Zahlen p(z,) = %, notwendig 
Teiler der entsprechenden ganzen Zahlen f(z,), und daher ist, falls /(z,) 
von Null verschieden ist, 
'Y, < 'f(z,) v=1,2,...,n). 


Wäre aber f(x,) = 0, so hätte f(x) den Teiler z— x, und wäre schon zerlegt. 
Als obere Grenze Y darf man also eine obere Grenze der Zahlen 
I/(x,)| nehmen. Eine solche ergibt sich mittels der oberen Schranke A 
für die Beträge der Koeffizienten «a,, a,,..., a,; denn es ist für n >4: 
Ha) <A IHR +. HI) <ARMN, 
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weil X eine positive ganze Zahl und für n >4 mindestens gleich zwei ist. n 
Nach dem vorher bewiesenen Hilfssatz ist daher für n >4: I 
n! A Xi tn+2 
12 —. 


und damit ist eine obere Grenze für die Beträge der Koeffizienten in den 
möglichen Teilern Y(z) von f(x) ermittelt. 
Wählt man im besonderen 
u, =0,%=- 1% =2..,, =n—|1, | 
so wird ( 
X=n—1 


rn 


und 
A4= 112131... (m— 1)! 
folglich ist für n > 4: 
_ Anl(in— 1jim+n+D 
= 1!2!3!...(n—])! 

Die Grenze @ könnte noch verkleinert werden, zum Beispiel durch 
die Bemerkung, daß man für die Zahlen x,,%,, 2s, ... die Werte 0, +1, +2,... 
nehmen darf. 

7. Weil die echten Teiler von f(x), falls es deren überhaupt gibt, 
unter den ganzen ganzzahligen Funktionen w(z) vom Grade v<n—1 ent- 


u 


y 











zur Bestimmung von S eine obere Grenze für die Beträge der ganzzahligen 
Wurzeln der Gleichungen 
o(z)= +1 
aufzusuchen. Eine solche Grenze wird jedenfalls durch jede obere Grenze 
für die Beträge aller Wurzeln dieser Gleichungen gegeben *), und dazu ge- 
langt man folgendermaßen. 
Es sei 
o(2)=b+b,2 ++... +b_, "T+br; 

b, darf als von Null verschieden vorausgesetzt werden. Dividiert man 
w(x) durch die ganze Zahl b,, so entsteht eine ganze Funktion mit ratio- 


*) Die folgenden Überlegungen lassen sich leicht so umgestalten, daß man 
nicht von Wurzeln schlechthin spricht, sondern im Bereiche der ganzen Zahlen bleibt: 
der Kürze wegen möge jedoch diese Freiheit gestattet werden. 
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nalen Koeffizienten, die dem Betrage nach ebenfalls <G sind, und es 


läßt sich daher die Gleichung w&(2)= +1 in der Form schreiben 
"+0,27" +. +02+9= 0, 
worin die Koeffizienten c,, €,,...,c,_, dem Betrage nach <@+1 sind. 
Ist jetzt z|= &, so wird 
24 + +G2+0|<(6G+ 17» 
und aus dieser Ungleichheit folgt sofort, daß keine Wurzel der Gleichung 
w(z)= +1 dem Betrage nach >@+2 sein kann. 

Die Ergebnisse der vorhergehenden Betrachtungen lassen sich zu- 
sammenfassen in den 

Satz 6. Wenn die Koeffizienten einer ganzen ganzzahligen Funktion 

e)=ot+mxs+ +02", 
deren Grad n > 4 ist, dem Betrage nach < A sind und wenn für eine ganze 
Zahl k, deren Betrag größer ist als 
An!(n— 1jim+n+9 
1!2!3!...m—1)!’ 
durch f(k) eine Primzahl dargestellt wird, so ist f(x) im Bereiche der ganzen 
Zahlen unzerlegbar. 

Für n=2 undn=3 gelten ähnliche Sätze, deren Aufstellung keine 
Schwierigkeiten macht. 

8. Die ın dem Satze 6 auftretende Größe $ läßt sich zwar nach 
der am Schlusse von Nr. 6 gemachten Bemerkung durch eine kleinere 
Größe ersetzen, aber auch im günstigsten Falle liefert die im vorher- 
gehenden angewandte Schlußweise schon bei mäßiger Höhe des Grades 
beträchtliche Werte von S. Um so bemerkenswerter erscheint ein Satz, 
den mir O. Gmelin in Weyer (Rheinland) mitgeteilt hat. Er lautet: 

Es sei f{x) eine ganze Funktion beliebigen Grades, deren Koeffizienten 
sämtlich nichtnegatiwe ganze Zahlen sind; A sei die obere Schranke der 
Koeffizienten. Wenn man dann eine ganze Zahl k angeben kann, deren 
Betrag größer ıst als 


S=2+ 





A+LI, 
so daß f(k) eine Primzahl wird, so hat f{x) im Bereiche der ganzen Zahlen 
weder einen Teiler ersten noch einen Teder zweiten Grades. 
Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 3/4. 15 
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Hieraus folgt unmittelbar, daß unter denselben Voraussetzungen 
eine ganze Funktion, deren Grad fünf nicht überschreitet, im Bereiche 
der ganzen Zahlen unzerlegbar ist. 

Der Beweis @melins bewegt sich durch eine lange Folge von Fall- 
unterscheidungen und ist so umständlich, daß er hier nicht wiedergegeben 
werden kann. Dagegen ist es mir gelungen, die Frage nach den linearen 
ganzzahligen Teilern für ganze Funktionen mit beliebigen ganzzahlıgen 
Koeffizienten in verhältnismäßig einfacher Weise zu erledigen. Es gilt 
nämlich der Satz: 

Satz 7. Wenn die Koeffizienten einer ganzen ganzzahligen Funktion 

fe)= ta +:-+a,r 
dem Betrage nach < A sind und wenn für eine ganze Zahl k, deren Betrag 
größer vst als 
A+L1, 
durch f{k) eine Primzahl dargestellt wird, so kann f(x) keinen linearen ganz- 
zahligen Teiler enthalten. 
Zum Beweise werde angenommen, daß 
fe)= (+5,24. +b,12)(W+ CR) 
sei; dabei sind b,_, und c, von Null verschieden. Es gilt dann zu zeigen, 
daß hieraus ein Widerspruch gegen die Voraussetzungen hervorgeht. 

Man darf augenscheinlich «a,, d,, 6 als positiv voraussetzen. Dann 
folgen aus der Gleichung 

= 5% 
die Ungleichheiten 
,<m<A4, o<n<A. 
Ferner ist 
a,= b,_1 6, 
und daher, weil a, von Null verschieden ist: 
du <<, a<m<A. 

Ist jetzt f(k) gleich einer Primzahl 9 (mit positivem oder negativem 

Vorzeichen), so muß entweder 
b+bk+.- +6, = +9, G+Gk=+]1 


oder 


b+bk+.. +b , AMM=+l, o+Gak=+p9 


sein. 











Stüäckel, Arithmetische Eigenschaften ganzer Funktionen. 111 


Daß der erste Fall auf einen Widerspruch führt, ist leicht zu er- 

kennen. Denn es müßte 
.k=+1— 

sein, während der Betrag der linken Seite > |k > 4A + 1, der Betrag der 
rechten Seite aber <A+1 ist. Hiermit sind die Funktionen zweiten 
Grades bereits erledigt, und es darf im folgenden n >3 angenommen 
werden. 

Mehr Umstände macht der zweite Fall. Um hier den Widerspruch 
nachzuweisen, soll gezeigt werden, daß die Gleichung 


otrak+.-+a,K"=+(%+ ck) 
mit den Voraussetzungen unvereinbar ist. 


Zur Abkürzung möge der Betrag von k mit # bezeichnet werden. 
Dann ist die rechte Seite dem Betrage nach 


< A(l+x). 
Auf der linken Seite ist zunächst 


9+ak+.. +0, Km <A -—. 
Mithin ıst der Betrag der linken Seite 
>\a,2"—4A -— 
>«"—A —, 


vorausgesetzt, daß die Größe auf der rechten Seite der Ungleichheit 
positiv ist; das ist aber für <> A-+1 unmittelbar ersichtlich. Demnach 
müßte 


Al+2)>m#— 4A" 
oder 

g(2)= "tt" — (A+1)"— AR+2A<O 
sein. Daß dies für <> A+ 2 nicht der Fall ist, daß vielmehr für solche 
Werte von # die Funktion g(z) positiv ausfällt, wird augenscheinlich, wenn 
man sie in der Form schreibt: 

9(2) = #"[x"° (2 — (A+1)) — A]+ 24. 
Denn x#""?(z<--(A+1)) hat die Eigenschaft, für z>4A+ 1 positiv zu 
sein und mit wachsendem x beständig zu wachsen, und der Ausdruck, 


15* 
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der daraus durch Wegnahme von A entsteht, hat für <= 4A+2 den 
positiven Wert 

(A+2—-A (n>3), 
folglich «st g(x) selbst für »>A+ 2 positiw. Damit ist der Beweis voll- 
endet. 


Es ist zu vermuten, daß der Satz 7 nur das erste Glied einer Kette 
von ähnlichen Sätzen ist. 


Heidelberg, im November 1916. 











Über spezielle Funktionenreihen. 


Von Herrn Josef Kürschäk in Budapest. 





Jeder Reihe 

(1.) gl) + gl) + egla)+, 
wo 9,(%), 99(2),... Polynome sind, entspricht rein formal eine Potenzreihe, 
die wir so erhalten, daß wir jedes x”g,(z) nach den Potenzen von x ent- 
wickeln und dann die Glieder mit gleichen Exponenten addieren. Die 
Addition dieser Glieder ist «mmer ausführbar, da jede Potenz von z nur 
in einer endlichen Anzahl von Gliedern erscheint. Der Reihe (1.) und der 
ähnlich beschaffenen Reihe 


(2.) 2@,(2) + Gr) + +2"@,(2) + -- 
entspricht dann und nur dann dieselbe Potenzreihe, wenn die Differenz von 
Sn(7) =Tgıl®) + +2" gn(®) 
und 
32) =2@l@) ++ 2"6,.(@) 
für jede positive ganze Zahl n durch z”*' teilbar ist. Wir sagen dann, 
daß (1.) und (2.) formal gleich sind. Insbesondere ist also (1.) mit der 
entsprechenden Potenzreihe formal gleich. 
Die formale Gleichheit hat mit der Gleichheit der Größe nach gar 
nichts zu tun. Um dies zu zeigen, soll hier das folgende funktionentheo- 


retische Analogon eines bekannten arithmetischen Satzes*) bewiesen 
werden: 





*) K. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig (1908), Seite 41—43. 
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Sind die beiden Potenzreihen 
Ala)=,2+W,0+---, Bie)=bir+b,”+.-- 

wie immer gewählt worden, so kann stets eine solche Reihe von der Gestalt 
(1.) bestimmt werden, die 

1) formal gleich A(x) ist, 

2) überall, wo B(x) komvergiert, der Größe nach gleich B(x) vst. 

Der ersten Forderung genügt jede Reihe, für welche die Summe 
ihrer ersten n Glieder in der Gestalt 


S„(%) vn A,„(®) + aty,(z) 
dargestellt werden kann, wo 
A,(2) = ms ++: +a,r" 
ist und y„(2) ein Polynom bedeutet. 


Um auch die zweite Forderung zu befriedigen, genügt es, y„(x) so 
zu bestimmen, daß für jeden endlichen Wert von & 


(3.) lim [B,() — A,(e) — 2"*'7,(@2)]= 0 


n= © 


sei. An der Stelle =0 trifft dies immer zu. Um dasselbe auch für 
jeden anderen Wert von z zu erreichen, benutzen wir den folgenden Satz 
von Herrn ©. Runge*): 

Liegen x, und x, im Innern eines zusammenhängenden Gebietes und 
wird eine rationale Funktion R(x) nur in x, unendlich, so kann man eine 
andere rationale Funktion bilden, welche nur in x, unendlich wird und für alle 
Werte von x außerhalb oder auf der Grenze jenes Gebietes beliebig genau 
mit R(x) übereinstimmt. 

Hier kann x, oder x, auch im Unendlichen liegen. Bei uns wird 
.=0, = © wein. 

Bei der Anwendung des zitierten Satzes schneiden wir von der 
Ebene am rechten Ufer der imaginären Achse einen Streifen von der Breite 


1 F R 
= heraus. Außerdem schneiden wir von der Ebene alles ab, was zum 


Anfangspunkte näher als = z oder vom Anfangspunkte weiter als n liegt. 


Was dann von der Ebene übrigbleibt, möge mit U, bezeichnet werden. 


*) Acta mathematica, Bd. VI. (1885), Seite 236-—237. 
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Die Stellen z, = 0 und x, = x liegen im abgeschnittenen, zusammenhängenden 
Gebiete. 
Nach dem Rungeschen Satze läßt sich eine ganze rationale Funktion 


y„(2) bilden, welche im Innern und auf der Grenze von U, die Ungleichheit 


B„(x) — A, | 1 
| \ ja ee Yn(%) | < ar 





und somit auch die Ungleichheit 
| 1 
un ‚B„(@) — A,(@) — a" zul) <<, 


befriedigen wird. 

Bedeutet x eine beliebige, von Null verschiedene, endliche Stelle, 
so wird diese für ein hinreichend großes n im Innern oder auf der Grenze 
von U, liegen. Von diesem Werte von n ab wird z die Ungleichheit (4.) 
befriedigen; daraus ist aber die Richtigkeit von (3.) unmittelbar ersichtlich. 

Daß B(z) eine Potenzreihe ist, wurde hier nicht ausgenutzt; der 
Satz und sein Beweis gilt auch für den Fall, wenn B(z) eine beliebige 
Polynomreihe bedeutet, die an der Stelle 2=0 konvergent ist und für 
die B(0) = 0. 














Über quaternäre Linienkoordinaten. 


Von Herrn M. Pasch in @teßen. 





In dem Aufsatz: Zur Theorie der linearen Komplexe, dieses 
Journal 1873 Bd. 75, habe ich die einfachsten Formeln der Linien- 
geometrie abgeleitet. Eine neuerdings aufgeworfene Frage*) veranlaßt mich, 
auf den Gegenstand zurückzukommen. Es liegen quaternäre Punkt- und 
Ebenenkoordinaten zugrunde; die damit gebildeten Koordinaten der Geraden 
nenne ich qguaternäre Linienkoordinaten zum Unterschied von den ternären 
in der Ebene. 

Vorausgeschickt werde eine Bemerkung, die den Zusammenhang mit 
binären und ternären Koordinaten betrifft. Sind in einer Geraden zwei 
Fundamentalpunkte A, B und ein Einheitspunkt @ festgelegt, und hat dann 
in der Geraden AB ein Punkt 2 die homogenen Koordinaten 2,|2,, so ist 
2,:2, das Doppelverhältnis (ABG2). Sind in einer Ebene drei $-Punkte 
A, B,C und ein €-Punkt F festgelegt, so kann man etwa für die $-Linie 
AB die Punkte A, B als $-Punkte und die Projektion des Punktes F aus C 
als €-Punkt @ festlegen. Sind dann %,|Yy,|y die homogenen Koordinaten 
eines Punktes y in der Ebene ABC, so sind %,|y, in der Geraden AB die 
Koordinaten der Projektion von y aus ©, falls nicht „=, =0,d.h.y=(. 
Sind endlich vier $-Punkte A, B,C, D und ein €-Punkt E festgelegt, so 
kann man etwa für die $-Ebene ABC die Punkte A,B,C als $-Punkte 
und die Projektion des Punktes ZE aus D als €-Punkt F festlegen. Sind 
dann 2,2, %,|&, die homogenen Koordinaten eines Punktes x, so sind 
%, %|%; in der Ebene ABC die Koordinaten der Projektion von x aus D, 


*) R. Sturm, Archiv der Mathematik und Physik 1916 Bd. 24 S. 17—19. 
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falls nicht = 8 = ,=0, d.h. z=D; z,|2, sind in der Geraden AB 
die Koordinaten der Projektion von x mittelst der Geraden CD, falls nicht 
z=%=0,d.h.zauf CD. 


$1. Allgemeine Hülfsmittel. 
1. Wie ın dem Aufsatz von 1873, wähle ich die Bezeichnungen: 
u — = (ap) für ,k=1, 2,3, 4, 
(«P)ıe= (aP)ı, (@P)ıs= (@Pß), («aP)u= (aß), 
(eA)u= (ep), (eA)e= (ap); (RP) = (RP): 

In einem quaternären System ABCDE hat die Gerade r sechs 
homogene Koordinaten r,,...t,, und zwar kann man, wenn A und u zwei 
Punkte der Geraden, ! und m zwei ihrer Ebenen sind, die Koordinaten 
der Geraden auf zwei Arten darstellen: 

fi ... F7 u (Au), .. (Au)s, 
Kl... 8 = (Im), (im), | (Im), (Im), (im), |(Im);. 
Jede weitere Darstellung von r,,... rs inder Form: r,= (00), hat zur Folge, 
daß identisch in den «: 


= +hWGgU=- 2 +0, 
also o auf der Geraden Au, ebenso o, d. h., daß die Gerade oo mit r zu- 
sammenfällt. Darauf beruht es, daß durch die Koordinaten r,,...r, alle- 


mal nur eine Gerade bestimmt wird. 
Die Linienkoordinaten befriedigen die Gleichung: 


Heut kekst Kt = 0. 
Wie umgekehrt sechs nicht gleichzeitig verschwindende Zahlen, die diese 
Gleichung befriedigen, stets zu einer Geraden führen, wird weiter unten 
(in Nr. 3) gezeigt. 
Bezeichnet man den Ausdruck 


du + 8206 + Esdo+ Fıdı + Ede + #69, mit (8,9), 
so ist identisch 
BH)=Wr, Haute tsn=tlee). 

2. Sechs homogene Veränderliche g,,... x, kann man in der Linien- 
geometrie als Koordinaten eines linearen Komplexes x auffassen. Eine Ge- 
rade wird dann als ‚spezieller‘ linearer Komplex bezeichnet; siehe $ 1 
Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 3/4. 16 
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Nr. 4 des Aufsatzes von 1873. Aus $ 3 desselben Aufsatzes entnehme ich 
die Bezeichnungen: 


Eve) * — wu -n — ur | Ihlsa)= * — A — Ale — Auf, 

Ego) at * Gb t+&B Iklsa)=ar * GH ta 

Et,eo)= un ta * —ar Iksa)=an tab * —ar 

Eve) ah - mn tt * TI, wa)=un -— +, * 
Solange sie nicht gleichzeitig verschwinden, sind die vier ersten Ausdrücke 
Koordinaten einer Ebene Z(r, «@), die vier letzten Ausdrücke Koordinaten 
eines Punktes //(r,a); siehe dazu $2 Nr. 5 des vorliegenden Aufsatzes. 
Im Fall des „speziellen‘‘ Komplexes ist der Punkt //(r, a) der Schnittpunkt 
der Geraden r mit der Ebene a, die Ebene Z(r,«) die Verbindungsebene 
der Geraden x mit dem Punkt a. 

Aus den $$ 3 und 4 des Aufsatzes von 1873 entnehme ich endlich 

folgende Identitäten, in denen :=1,...,4 und k=1,...,6: 


(1.) ZaE,(g,a)=0, Zall(v,a)=0, 

(2.) ZE,(t, a)II,(x,a) = Is, £)a,, wo a,= 2a;,o,, 
(3.) Eee) I1,(,a)+ ZE,(y, a)/I,(r,a) = (r,9)a,, 
(4.) (9,4) = (9) Zrı(ab), — 4 (8, 2) Zy,(ab),; 





wo 
ij, = (/I(g, a), II (x, b)):- 

3. Ich erledige jetzt die in Nr. 1 offen gebliebene Frage, wie 
homogene Veränderliche r,,...t,, für die (r, x) verschwindet, sich stets als 
Linienkoordinaten erweisen. 

Für solche Werte ist nach (4.) identisch in a,b, py: 


(9,3)= (5 H9)r, wo r= Zy,(ab).. 

Folglich ist ıdentisch in a und b: 
r£,= (Il(g, a), IT(g, b)), für k=1,...,6. 
Es ist aber nicht möglich, daß r identisch in a und b verschwindet, oder alle 
TI,(x, a) identisch in a, oder alle 77, (rg, 5) identisch in b. Ich kann daher 
a und b so wählen, daß weder r verschwindet, noch alle 77, (z, a) gleichzeitig 
verschwinden, noch alle /7;(g,b). So gelange ich zu zwei Punkten /7 (g, a), 
II(g,b); die Verbindungslinie dieser Punkte hat die Koordinaten £,,...£s- 
Im allgemeinen darf man irgend fünf der Werte g,,...2, beliebig 
annehmen, etwa f,,...%; durch die Gleichung (g,r2)= 0 wird dann x, be- 
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stimmt. Dieser Wert bleibt jedoch unbestimmt, wenn $£,= 0 angenommen 
wurde; überdies durften dann £,,f,,f,,£, nur so angenommen werden, 
daß u u. tr = 0. 

4. Der Punkt /7(£, u) liegt in der :-ten $-Ebene, wenn /T7,;(r, «) = 0. 
Fällt also eine Gerade x ganz in die :-te $-Ebene, so ist //(g,u) = 0. 
Anderenfalls stellt die Gleichung 77;(r, u) = 0 den Schnittpunkt der Geraden x 
mit der v-ten $-Ebene dar. 

Die Ebene E(r, x) geht durch den :-ten $-Punkt, wenn E;(r, x) = 
Geht also eine Gerade x durch den :-ten $-Punkt, so ist E;,(g, z)= 0. 
Anderenfalls stellt die Gleichung Z,(r,x)= 0 die Verbindungsebene der 
Geraden £ mit dem :-ten $-Punkt dar. 

Hat die Gerade g mit der Ebene ABC nur einen Punkt gemein, 
so hat dieser die Gleichung /7,(r,u)=0 und mithin die Koordinaten 
&|—8&|84 0. Seine Koordinaten in der Ebene ABC (siehe die Einleitung) 
sind: 


& — 8 dei. (Au) (Au) (Au), oder (Im) (im)z (Im)ıe. 
Liegt also die Gerade r nicht in der Ebene ABC und geht sie nicht 
durch C, so sind nach dem in der Einleitung Bemerkten (Au), (A4),, in 
der Geraden AB die Koordinaten des Schnittpunktes von r mit der Ebene 
ABC. Daraus ergibt sich, wie die Quotienten aus quaternären Linien- 
koordinaten als Doppelverhältnisse gedeutet werden können. 


$ 2. Abhängigkeit zwischen den Formen E und II. 


5. Ich setze voraus, daß @,,... &, 41, ... Gy, Ks -.. 2 homogene Koor- 
dinaten sind, und schreibe kurz E,, II, statt E,(x, «), /T,(x, a). 
Aus (2.) folgen die Identitäten: 





” s E+%E;+%E =4(r. IL * , A;+,; ;+g 1, = %(r,r)a, 
-&bER, * +58; E46, 2) —uM, * +5/,—-pl,=%(rr)a; 
-pE—usE * +, He) | nn, * +u/,=%(er)a; 
—pE +5 BE, —uE * =L(r,r)e, —g/I, + T,—ı ll, * =Y(r.r)a, 


Sie lehren, daß die Fälle 2, =E,= E,=E, =0und n -M,= MT, = I, =0 
nur dann eintreten können, wenn (g, x) verschwindet. Ist also der Kom- 
plex x kein ‚spezieller‘, so bestimmt er mit jedem Punkt « eine Ebene 
E(r,«), mit jeder Ebene a einen Punkt II(r, a). 


16* 
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Das System E,=E,=E,=E,=0 bedeutet, daß r eine Gerade 
ist und «ein Punkt von rg. Das System /7, = IL, = N, = D,=0 bedeutet, 
daß x eine Gerade ist und a eine Ebene durch r. Jedes der beiden 
Systeme für r,,...£, muß sich also auf drei Gleichungen zurückführen 
lassen; in der Tat bestehen wegen (1.) die Identitäten: 


6.) BE, +8, +%E,+0,E,=0, WI, + DH, +0, I, +a, II, =. 
6. Die hiernach auf sechs zurückführbaren acht Gleichungen für 
Re 
(6.) E=-B,=-58,=-E=-I1,=I,=1,=IM,=0 

sind im allgemeinen miteinander nicht vereinbar; sie verlangen, daß die 
Gerade rg durch den Punkt « geht und zugleich in der Ebene a liegt. 
Die aus (3.) fließenden sechs Identitäten 

41,— 1, +%,E, — BE = af | BE —%E, + a, —all,=a,r, 
(7.) 1; — I, +a,BE,—@,E=a%n BB —@%E, +0,11, —0,IT,=a,r; 

a7, — I, +%E, —@BE,= ar | WB, —aE, +8, — %TIl,=a,t 
bestätigen in der Tat, daß für das Bestehen des Systems (6.) die Gleichung 
a,=0, die Inzidenz von a und «, notwendige Bedingung ist. 

Diese Bedingung ist auch hinreichend. Von den Koordinaten 

« sei nämlich etwa «, eine nicht verschwindende, und a, sei =0. Dann 
bestehen nach (5.) und (7.) die in den rg identischen Gleichungen: 

WE, +%BE+,BE,+@,E=0, „I,— 0 IT, +%E, —aE,=0, 

I, — I, +,B,—-%,E,=0, I, - «IM, +9%,B,—%B,=0. 
Das Verschwinden der Ausdrücke I/T,, E,, E,,E, zieht also das der Aus- 
drücke Z,, IT,, 7I,, II, nach sich; das System (6.) kann im Fall a,= 0, 
sofern &, +0, durch die vier Gleichungen: 


(8.) 71,=0, E,=0, E=0, E=0 
ersetzt werden. Ebenso genügen im Fall a, = 0, a, + 0 die vier Gleichungen: 
(9.) E,=0, T,=0, IT, =0, I, =®. 
7. Die Gleichungen (8.) kann ich schreiben: 
bh ent %* m ee 
u u — Gh rad * “id 


ah * +95 * tab * =0 
u Bd U ah u * +5 =. 
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Soll hier Abhängigkeit eintreten, so müssen alle Determinanten vierten 
Grades aus den Koeffizienten von £,,... x, verschwinden, also u. a.:— a,o?, 
—008,—a,oi. Im Falla,=0, «+0 gäbe die aber: ,=-,=a,=0, 
folglich a, #0, und doch a,«,=0. Die Gleichungen (7.) lassen sich dem- 
nach in dem erwähnten Fall nicht auf weniger Gleichungen zurückführen. 
Dasselbe gilt für die Gleichungen (9.) im Fall a,=0, «+0. 

Das System (6.) lief von vornherein auf sechs Gleichungen mit 
sechs homogenen Unbekannten r,,... r, hinaus. Diese Gleichungen vertragen 
sich im allgemeinen nicht miteinander. Im Fall der Verträglichkeit 
schrumpfen sie jedoch sofort zu vier Gleichungen zusammen, nicht zu einer 
kleineren Anzahl, und liefern mithin dann eine einfach unendliche Menge 
von Lösungen (die Strahlen eines Büschels). 
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Über Potenzreihen, die im Innern des Einheits- 
kreises beschränkt sind. 


Von Herrn J. Schur in Berlin. 


(Fortsetzung *).) 


89. 


Eine Anwendung des Satzes IV. 

Vor einigen Jahren hat E. Landau**) folgenden interessanten Satz 
bewiesen: 

Betrachtet man die Menge € aller für |x, <{1 konvergenten Potenz- 
reihen 

Ie)=o tar tagt, 

die der Bedingung M (f) <1 genügen, so ist für jeden Wert von n die 
obere Grenze @, des Ausdrucks | +0, +++ c,„| gleich 


He). 


Versteht man unter P, das Polynom 
P= a) 


v=(0 





so liegen die Nullstellen von ?, außerhalb des Einheitskreises. Die obere 


Grenze @, wird erreicht für die rationalen Funktionen 


"Pula! | 
f@)=e- (lej= 


und für keine andere Funktion der Funktionenklasse €. 








*) Vergl. Bd. 147 (1917), S. 205—232. — Im folgenden wird dieser erste 
Teil der Arbeit mit P. I zitiert. 

**, Archiv d. Math. u. Phys. Bd. 21 (1913), S. 250. Vergl. auch E. Landau, 
Darstellung und Begründung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie, Berlin 
1916, S. 20. 
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An diesem Satz wirkt, abgesehen von der genauen Berechnung der 
Zahl G,, zweierlei überraschend: erstens, daß die obere Grenze überhaupt 
erreicht wird, und zweitens, daß die Funktionen f(x), für die das eintritt, von 
so speziellem Typus sind. Ich will nun zeigen, daß dies auf einem all- 
gemeinen Satz beruht: 

XIII. Es sei S(z,, &,, ...,2,) eine gegebene ganze rationale Funktion, 
die keine Konstante ist, und @ die obere Grenze des Ausdrucks |S(c, Cı; -.-, &,)| 
für die Gesamtheit aller Potenzreihen f(x) der Menge €. Dann gibt es stets 
Funktionen f(x) der Menge €, für die |S =@ wird, und jede solche Funk- 
tion hat die Form 


(33.) Ha) = em (o|<1,lel=ı) 


ıl+ wow,’ £ 
wobei r höchstens gleich n werden kann. 

Dies folgt leicht aus den Ergebnissen des $3. Die Zahlen «,,c,,...,C, 
kommen, wie wir dort gesehen haben, dann und nur dann als die n+1 
ersten Koeffizienten einer Potenzreihe der Menge € in Betracht, wenn sie 
sich in der Gestalt 


,=P,= Fly Yu :-+Y%,) v=0,1,...,n) 
darstellen lassen, wobei die y, nur den Bedingungen 
(34.) 9 <Shiyni<h.., m <1 


zu unterwerfen sind. Der Ausdruck 7, ist eine ganze rationale Funktion von 


Yo»Yo ..., Yv-1 Fi Yo» 
die in bezug auf y, linear ist und die Form 
v—1 


(35.) Pr — „(1 ae: Yı yı) + y (Per) 


hat. Steht für ein spezielles Wertsystem y, in einer der Ungleichungen 
(34.) das Gleichheitszeichen, etwa zuerst für A=r, so wird f(x) eindeutig 


bestimmt als die rationale Funktion [%; y, Yı, --- ; 7.) die von der Form 
(33.) ist. 
Ist nun 


SP Pr A) Dlye Yo +. Ya) 
so läßt sich @ einfach charakterisieren als die obere Grenze der Funktion 
T| der komplexen Variablen y, in dem durch die Ungleichungen (34.) 
bestimmten Gebiete /. Da aber |T| eine stetige Funktion der y, und 7’ 
ein abgeschlossenes Gebiet ist, gibt es gewiß in I' Wertsysteme y,71,-:-»7n 
für die |7| genau gleich @ wird. Eine Funktion der Klasse €, für die 
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'S|=@ wird, ist dann z. B. die rationale Funktion 

pa) = [85 Yy5 95. lo tar tagt. ++. 
Wir haben nur noch zu zeigen, daß eine der Zahlen |y;| genau gleich ı 
sein muß. Um dies zu beweisen, beachte man zunächst, daß T(yoYı,::-»%n) 
nicht identisch gleich 


s=T(0,0,...,0)= (0, 0,...,0) 
werden kann, ohne daß S(2,,%,, ... ‚,2,) sich auf die Konstante s reduziert. 


Dies folgt leicht aus der besonderen Form (35.) der Ausdrücke #,. Wären 
nun alle |y; | kleiner als 1, so wäre M(py)=m<<1 (vergl. P.I, S. 211). Ist dann 


2 <-, so wird auch 2zy(z) eine Funktion der Menge €, es müßte also 
im Kreise |z <_ 
IS(20, 20, :-..,2%)!< |8(, 01... ,6)| 
sein. Da aber der absolute Betrag einer ganzen rationalen Funktion, die 
nicht konstant ist, sein Maximum in einem Kreise nur auf dem Rand 

erreicht, so müßte S(zc,, 20}, ..., 2c/) von 2 unabhängig, d. h. 

G = |8(0,0,...,0)|=|s| 
sein. Dies ist aber nicht möglich. Denn wähle ich y,, Y1, -.., 7„ den Be- 
dingungen (34.) gemäß so, daß T — s+0 wird, und setze c,= P(yy Yı---»7,): 
so wird auch S(c,, C,, ...,c,) von s verschieden ausfallen. Für 2 <I1 
müßte nun wieder 


IS(2 69 263 ++, 2,)| <@ = |8(0, 0,...,0)| 


sein. Diese Ungleichung würde aber erfordern, daß die ganze rationale 
Funktion S(26,, 2C,, ..., 26,) eine Konstante wird, was hier gewiß nicht 
der Fall ist. 


$ 10. 
Eine Folgerung aus den Sätzen X und XI. 


In meiner in diesem Journal Bd. 140 (1911) erschienenen Arbeit habe 
ich (auf $. 11 und $. 14) mit rein algebraischen Hilfsmitteln bewiesen: Sind 


© —_ o Pi 
A= 21 Gyr I Co B= 2 by. %,%, 


zwei beliebige nichtnegative Hermitesche Formen, so ist auch die Hermite- 
sche Form 











Schur, Potenzreihen im Innern des Einheitskreises. 


10 - 
C u zı by, b,, %,%, 
nichtnegativ. Setzt man ferner 
oo +) _ 
A= 2 0,,%,.Yı» B= Sı b,; %,%, 


und weiß man, daß die Bilinearform A beschränkt und die Hermitesche 
Form B nichtnegativ ist, so ist, wenn die obere Grenze b der Koeffizienten 
bi1 Pag, ... endlich ist, auch die Bilinearform 
| = Si Q,,6,,%,9ı 
beschränkt, und zwar ist (in den in $ 7 eingeführten Bezeichnungen) 
m(C) <b.m(A). 
Kombiniert man diese beiden Sätze mit den Sätzen X und XI 


des ersten Teils der vorliegenden Arbeit, so ergibt sich ohne weiteres: 
XIV. Es seien 


fa)= Zar,  gla)= & br 
zwei für x <1 konvergente Potenzreihen, von denen die zweite einen posi- 


tiven reellen Bestandteil hat. Man bilde, wenn b, den reellen Teil von b, 
bedeutet, die (für x <1 ebenfalls konvergente) Potenzreihe 


h(x) = 2a,b, + 2 a,b, x. 
Diese Funktion ıst dann im Kreise x <1 von positivem reellem Bestandteil 
bezw. beschränkt, wenn f(x) die entsprechende Eigenschaft besitzt*). Im 
zweiten Fall ist genauer 
(35.) Mh) <2b,M(f). 
Man kann diesen Satz sehr leicht auch direkt beweisen: Ist nämlich 


g(re'?) = u(r,Y) + iv(r,p), 0<r<n 
so gelten bekanntlich die Formeln 


2rı ‚2 ö 
2nb= ur, p)dg, nb,r’ = /wr,p)e"*dy. 
N ö 


Ist daher |x| <1 und setzt man x = r?e'”, so folgt aus 


. ao . 


die Gleichung 





*) Für den Fall R(f(«)) >0 findet sich eine ähnliche (von ©. Toeplitz her- 
rührende) Bemerkung bei E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der 


Primzahlen, S. 891. Vergl. auch F. Riesz, dieses Journal, Bd. 146 (1915), S. 85. 
Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 3/4. 17 
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2 


7 
0 


Ist nun ebenso wie u(r, 9) auch der reelle Teil U(r,p) von f(re‘) positiv, 
so wird auch 


"ur, yp) re*P) dp = 2a,b;, + 3 a,r’b,r’e”’ = h(x). 


22 
Rh) -,/ ung) Unv—p)dp> 0. 


0 
Weiß man andererseits, daß /(x) beschränkt ist, so wird 


‚h(&) 272 ulr,p) | re? -P)|dp< Mif). 1 ("ung)dg. 


Die rechtsstehende Zahl ist aber nichts anderes als 2b,. M(f). 

Es ist noch zu beachten, daß, wenn f(x) keiner weiteren Bedingung 
unterworfen wird, in der Ungleichung (35.) der Faktor 2b, durch keine 
kleinere Zahl ersetzt werden kann. Denn für f(xz)=1 wird M(h) = 2b, 
= 2b, MÜf). 

Aus dem Satze XIV folgt auch offenbar: Ist f(x) im Kreise 
x <1 beschränkt und weiß man von der Funktion g(x) nur, daß 
sie sich als Differenz zweier für |x2|<<1 regulärer Funktionen g,(x) und 


9.(%) mit positiven reellen Bestandteilen darstellen läßt, so ist die Funktion 
(36.) p(2) = z a,b,x’ 


jedenfalls für |) <1 beschränkt. Die durch die hier gekennzeichneten 
Funktionen g = 9, — 9, gebildete Funktionenklasse bezeichne man kurz als 
die Klasse ©. In der Potenzreihenentwicklung einer solchen Funktion g(x) 
sind die Koeffizienten jedenfalls beschränkt, da g, und 9, einzeln diese 
Eigenschaft besitzen*). Ich will aber zeigen: 


Es gibt Potenzreihen g(x) == Ss b,x’ mit beschränkten Koeffizienten, die 
nicht zur Funktionenklasse D gehören. 
Dies folgt aus der Tatsache, daß sich, wie L. Fejer**) gezeigt 


hat, Potenzreihen f(x) = 3 a,x’ mit reellen Koeffizienten angeben lassen, 


die für x 1 konvergent und beschränkt sind, bei denen die Summen 


*) Ist der reelle Teil von 2b,’ für |z|<“ 1 positiv, so ist für» > 1 bekannt- 
lich |b,)< 2b‘. Dies folgt übrigens unmittelbar "aus der Ungleichung (35.), wenn 
f(x) = x’ gesetzt wird. | 

**) Münch. Ber. 1910, Nr. 3. — Ein etwas einfacheres Beispiel hat E. Landau 
in seinem auf S. 122 zitierten Buche ($ 3) angegeben. 
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= %t+rA + IE + 4, 
aber nicht beschränkt sind, die Reihe & |a, 


v0 | 


also gewiß divergent ist. 





Wählt man nämlich eine solche Potenzreihe f(x) und setzt 
b, = signa,, g(x) = P3 b,x, 

so geht die Reihe (36.) in die Reihe =|a,|z’ über. Da nun diese Reihe 
an der Stelle = 1 divergiert und ihre Koeffizienten nichtnegative reelle 
Zahlen sind, so ist nach einem bekannten Satze, wenn x längs des Radius 
0...1 der Stelle 1 zustrebt, limp(x2)= x. Daher kann die Funktion p(z) 
im Kreise x 1 gewiß nicht beschränkt sein, folglich kann auch g(z) 
nicht zur Klasse DO gehören. 

Auf Grund des am Anfang dieses Paragraphen angeführten Satzes 
über Bilinearformen mit unendlich vielen Variablen folgert man in ganz 
ähnlicher Weise aus der Existenz von quadratischen Formen, die beschränkt, 
aber nicht absolut beschränkt sind*), daß es Hermitesche Formen mit 
unendlich vielen Variablen gibt, deren Koeffizienten beschränkt sind, die 
sich aber nicht als Differenz zweier nichtnegativer Hermiteschen Formen 
mit ebenfalls beschränkten Koeffizienten darstellen lassen. 


$ 11. 
Über die Partialsummen einer beschränkten Potenzreihe. 


Ist 

T(y) =b,+b,cosp-+ ---+ b„cosngp 
ein Kosinuspolynom mit reellen Koeffizienten, das für reelle Werte von 
niemals negativ wird und auch nicht identisch verschwindet, so ist bekannt- 
lich für0 <r<I1 

b,+ bir cosp-+ ++» + b„r" cosnp >O0. 
Daher hat das Polynom 

ga)=b,+b,2 + ++ br" 

im Kreise || < 1 einen positiven reellen Bestandteil. Ist daher 
f(x) = Za,a’ eine für |x|<<1 konvergente Potenzreihe und setzt man 

h(z) = 2b, + a,65,% + + a,b,2”, 
so ist nach Satz XIV für |2| <1 der reelle Teil von Ah(z) positiv, wenn 





*) Vergl. meine am Anfang dieses Paragraphen erwähnte Arbeit, S. 20. 
17* 
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R(f(a)) > 0 ist. Ist ferner f(x) beschränkt, so gilt die Ungleichung 
M(h) <2b,M(f). 
Setzt man speziell 


1 77 ing | 
Ky)= urn ee di 
1 
-rkiz — cos p + — = 0082p+ +. "ern 7 can yp*), 
so wird 








. ” (2) = v 2° nr - a, rn eZ a Don = en 


wobei s,(z) die Summe der » + 1 ersten Glieder der Reihe f(x) bedeutet. 
Wählt man ferner 


2) zn rm Zrnsent- 4 Eau 


so wird 
n!n! 


Aa) ule)= Zur 97 
Die Ausdrücke £,(x) stellen die zur Reihe f(x) gehörenden Cesäroschen 
Mittel erster Ordnung dar. Ebenso liefern die Ausdrücke v,(z) die zuerst 
von de la Vallee-Poussin**) eingeführten Mittelbildungen. Für x) <1 ist 
daher bekanntlich 


(37.) lim 4,(2)=/(z), lim o,(e) = fe). 


n=o n=xX 


Es gilt nun der nicht uninteressante Satz: 
XV. DieReihe f(x) ist dann und nur dann für |x| <1 konvergent und 
Rlf(x)) > 0, wenn in diesem Kreise für jedes n 
R(t,(z)) > 0, bezw. R(v,(z)) > 0 
ist. Damit ferner f(x) für | x|<1 konvergiere und der Bedingung |f(x)| < M 
genüge, ist notwendig und hinreichend, daß ın diesem Kreise für jedes n 
t,(2)|<M, bezw. |v.(«)| <M 





ser. 


Daß die hier genannten Bedingungen für i,(x) und v,(x) notwendig 
erfüllt sein müssen, haben wir vorhin schon gesehen. Wir haben also nur 
das Umgekehrte zu beweisen. Ich gebe den Beweis nur für die Ausdrücke 
v,„(x) an, da sich für die i,(x) die Betrachtung ganz ebenso gestaltet. Ist 


*) Vergl. L. Fejer, dieses Journal, Bd. 146 (1915), S. 59. 
**) Bull. de I’ Acad. Sc. de Belgique 1908, S. 193, — Vergl. auch T. H, Gron- 


wall, dieses Journal, Bd. 147 (1916), S. 16, 
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für jedes n der reelle Teil von v,(z) im Kreise || << 1 positiv, so wird 
(vergl. die Fußnote auf 8. 126) für l<v<n 
| n!n! I: .(n—v+1) Fi 
| (n— »)!(n+ „1° (n + 1)(n+2)...(n+ y — 
Hält man » fest und in n über alle Grenzen wachsen, so ergibt sich 
a,|<2%(a,). Daher ist die Reihe f(x) für || < 1 konvergent und zu- 
gleich wegen (37.) 








2R(a,). 


R(/(z)) = lim R(v,(z)) > 0. 


n=n 


Den Wert O0 kann aber X(f(x)) im Innern des Kreises |x' <{ 1 nicht an- 
nehmen, ohne einmal negativ zu werden oder identisch zu verschwinden. 
Auch der zweite Fall kommt wegen X(f(0)) =X(v,(0)) > 0 nicht in Betracht. 
In ganz ähnlicher Weise erledigt sich auch der Fall 'v,(z)| <M. 

Daß für jede beschränkte Funktion f(x) mit der oberen Grenze 
m= M(f) im Kreise || <1 stets auch 

' 180) + Sl) + + le) | 
(38.) 4(@)| = 0) + Das ( 1 <m 

ist, hat zuerst L. Fejer*) und die Umkehrung dieses Satzes zuerst E. Landau 
(im $1 seines auf S. 122 zitierten Buches) auf anderem Wege bewiesen. 

Läßt man x gegen 1 konvergieren und setzt 


s,,=-%+ a,+ ++ @, 





so ergibt sich aus (38.) 


(39.) setıtr Ta 


<m. 
n+1 





Weiß man umgekehrt, daß diese Üchicieme für jede beschränkte Funk- 
tion f(x) mit der oberen Grenze m gilt, so lehrt die Betrachtung der Reihe 
=Za,xz', daß für |2])<1 auch die Ungleichung (38.) gilt. 

Ich will nun zeigen, daß die Relation (39.) durch eine wesentlich 
schärfere ersetzt werden kann. Unter den hier über f(x) gemachten Vor- 
aussetzungen besteht nämlich, wie wir P,I, S. 227 gesehen haben, für jedes 
Wertsystem %,, %, ..., %, die Ungleichung 


FAR + HU ++ a,_,U 2: < ms u, 


v=(0 v=0 


Setzt man hier alle u, gleich 1, so geht sie über in 





*) Rendiconti di Palermo, Bd. 38 (1914), S. 9. 
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(40.) 35 .,,= Z]s, ?<(n+1)m’. 


v0 
Es ist aber auf Grund einer bekannten Ungleichung 
(stattet) l(aft late a)- 
Aus (40.) folgt daher 


‚ ++ + || 
1°0| 1 | 
(40'.) a <m 


was mehr besagt als die Ungleichung (39.). 
Hieraus folgt in bekannter Weise: Ist o,,0,... irgend eine mo- 
noton ins Unendliche wachsende Folge positiver Zahlen, so ist stets 





’ 


i= lım inf! _o. 


n=n On 


Für jede im Kreise || < 1 beschränkte Funktion f(x) ist be- 


kanntlich *) [En] unterhalb einer endlichen Schranke gelegen. Aus unserem 





logn 
Ergebnis folgt, daß, wenn lim N = existiert, dieser Grenzwert nur den 
Wert 0 haben kann**). 
$ 12. 


Über eine spezielle Klasse von beschränkten Potenzreihen. 
Verstehen wir wieder unter f(x) = =&a,x’ eine im Kreise | x <1 
konvergente und beschränkte Potenzreihe und ist M(f) = m, so gilt be- 
kanntlich die Ungleichung | 
(41.) ben’ +++ <m. 
(Dies folgt aus der Formel (25.) des $7 oder auch aus dem Satze X.) 


*) Vgl. E. Landau, Arch. d. Math. u. Phys. Bd. 21 (1913), S. 42. 
**) In einer vor kurzem erschienenen Arbeit (Gött. Nachr., math.-phys. Kl. 1917, 
S. 119—128) hat H. Bohr gezeigt, daß es spezielle Funktionen der Klasse € gibt, für 
| 
die lim sup 1 ist (hierbei bedeutet @„ die in $9 erwähnte Landausche obere 


n=n On 


Grenze für |»|). Da andererseits lim inf G 
n= © n 


Sn, 





=0 und ne n logn ist, so existiert 


|&n| 


in dem Bohrschen Falle lim en nicht. — Herr Bohr beweist ferner a. a. O. mit recht 
tiefliegenden Hilfsmitteln, daß für jede Funktion der Klasse € lim sup (Gn — | |) = © ist. 


n=® 


Dies folgt unmittelbar aus der im Text bewiesenen Ungleichung (40’.) in Verbindung 


mit der Tatsache, daß lim Go+@ı+:+Gn 


lim ey) = oo ist. (Zusatz bei der Korrektur.) 
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Es entsteht nun die Frage: wann gilt in (41.) das Gleichheitszeichen ? 
Die Antwort auf diese Frage gibt der Satz: 

XVI. Damit die Potenzreihe f{x) im Kreise x <.1 beschränkt sei 
und die obere Grenze 

MM)=Vao?+la?+i,?+... = Vb, 
besitze, ist notwendig und hinreichend, daß die hier auftretende Reihe konver- 
giere und außerdem die sämtlichen (alsdann ebenfalls konvergenten) Reihen 
b,= a, + AG, + Al,ıo + v=1,2,...) 





die Summe 0 haben. 
Besitzt nämlich /(z) die verlangte Eigenschaft, so besteht für jedes 


Wertsystem %,, %, Us, ..., für das die Reihe z u,” konvergiert, die Un- 


gleichung 


2 


B5 au, + q, U,rı + . "<b, 53 U, 


v=(0 v=(0 


(vergl. $ 7, Formel (27.)). Setzt man insbesondere u, = @,, so ergibt sich 
o+|d’+b?+..-.<b. 
Daher müssen die Zahlen b,, b,,... sämtlich verschwinden. 
Ist umgekehrt die Reihe b, konvergent und b,= 0 für » >0, so 
wird, wenn A wie früher die Bilinearform 





A "r ‚= G,_ T, Yı 


und auch die zugehörige Matrix bedeutet, A4’=b,E. Die Hermitesche 


Form AA’ ist also beschränkt und ihre obere Grenze gleich b,. Hieraus 
folgt aber (vergl. $ 7), daß auch die Bilinearform A beschränkt und 


ihre obere Grenze gleich Vb, ist. Folglich ist nach Satz X die Potenzreihe 
f(x) für |«2|<<1 beschränkt und M(f) = Yb,. 

Will man von der Theorie der Bilinearformen keinen Gebrauch machen, 
so kann man folgendermaßen schließen. Ist die Reihe b, konvergent und 
setzt man 

b_,=b, =94,+%4,,1+°**, 
so wird, wie eine einfache Rechnung zeigt, für beliebige n +1 Größen 
ae is or ii 


ne Bin ij 
2, bi. uf, = P) Sur %ı » 


vom nie 


wobei a_,4_g,... gleich O0 zu setzen sind. Haben insbesondere b,, b,. ... 
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den Wert 0, so wird die links stehende Summe gleich b, z| u,”. Daher ist 


0 n 2 n n 
BRETTEN B£, zZ 1% ur 4 U,+ı ul Un) = bo ER KLAR 


Das Bestehen dieser Ungleichung für alle n und für beliebige u, liefert 
aber, wie wir P. I, S. 227 gesehen haben, eine hinreichende Bedingung dafür, 


daß fx) für =) <1 beschränkt und M(f) < Vb, sei. Da andererseits 


Yb,< M(f) ist, muß hier das Gleichheitszeichen gelten. 
Ist insbesondere f(x) im Einheitskreise mit Einschluß des Randes 
stetig, so wird bekanntlich 
1 


Zn 2 
= a? + at lat =; / ‚Me) "dp. 
ö 


In diesem Fall wird offenbar dann und nur dann M(f) = Vb,, wenn f(e'”) 
von konstantem absolutem Betrage ist. Zu dieser Klasse von Funktionen 
gehören insbesondere die rationalen Funktionen der Form 


de, lal< 
wobei c eine beliebige Konstante bedeuten kann. 
Allgemein hat Herr Fatou*) bewiesen, daß, wenn f(x) im Kreise 
x <1l regulär und beschränkt ist, für alle reellen Werte von p, abgesehen 
von einer Menge vom Lebesgueschen Maße 0, 


lim f{re®) = F(g) 


r=1 





existiert **) und 
bo= at + + a4 = 4 /|Flp)d 
o = 1% 4 2 "Br, Y p 


ist. Hierbei ist das Integral im Lebesgueschen Sinne zu verstehen. Soll 
die Reihensumme b, gleich dem Quadrat der oberen Grenze von f(x) sein, 
so muß F(), abgesehen von einer Menge vom Maße 0, von konstantem 
absolutem Betrage sein, und diese Bedingung ist auch hinreichend. Daß 


aber aus der Konvergenz der Reihe 3 a,” und den Gleichungen b, = 0, 


*) Acta Math. Bd. 30 (1906), S. 335. 

**, Allgemeiner konvergiert f(x) gegen F(y), wenn x aus dem Innern des Einheits- 
kreises kommend auf irgendeiner geraden Linie dem Punkte € zustrebt; vergl. E. Study, 
Konforme Abbildung einfach-zusammenhängender Bereiche (Teubner 1913), S. 50. 
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b,=0,... die Beschränktheit von f(x) und die Gleichung M(f) = Vb, folgt, 
ergibt sich aus dem Fatouschen Satze noch nicht. 

Ich will noch auf eine interessante spezielle Klasse von Funktionen 
der hier betrachteten Art aufmerksam machen. 

Es seien «,, &,... beliebige von Null verschiedene Größen, deren 


ee) 


absolute Beträge sämtlich kleiner als 1 sind und für die die Reihe &(1— «, ) 


konvergent ist. Dann ist auch das unendliche Produkt 


) 
a= II a, 


v1 
konvergent und von Null verschieden. Bedeutet nun r,,r,,... irgend- 
eine Folge wachsender positiver ganzer Zahlen, so ist das unendliche 


Produkt 


© — ui, 
Ha) - HS” 


1 1— 0, ar, 





für |x, <1 konvergent, und diese Funktion verhält sich in diesem Kreise 
regulär. Setzt man nämlich 


” 1-aztar 








f.(2) cä 1 1— 0,2” — do ” Aut aa’ +*-,; 
so ist /,() für 2 <1 regulär, und für z =1 wird 
1 1 
vr Ale) = a, = Bea 


Daher ist für jedes v auch a, <- “ Außerdem stimmen für A > 0 die 
Potenzreihenentwicklungen von f,(z) und f„,,(2) in den r,,, ersten Gliedern 
überein. Setzt man nun 


Ag = Ayo; Ay = Ag, Ag = (lgn, .. >, 
“ . . 0. | 1 . * 
so ist die Reihe =a,r wegen a, <— im Kreise z <1 konvergent, 
yv= [04 


und man erkennt leicht, daß in diesem Kreise 


fx) = lim /,@)= +2 ++ :-- 


n=& 


ist. Aus (42.) folgt zugleich, daß M(f) < = ist. Andererseits ergibt sich 


aber auch aus dieser Gleichung, daß für jedes n die Relation 


[e) Ä 2 1 
= lau" = ——— 
v0 Aa... An! 


Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 3/4. 18 
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besteht. Für v <r,,, ist ferner offenbar «,,=a,. Daher ist 


1 + 


“ l } 
- Fan P3 A, 2 —— > 177 P 
0, 0,...On v0 vr.4 





Wählt man nun, was jedenfalls stets möglich ist, die Zahlen r, so, daß die 
rechts stehende Summe mit wachsendem n gegen 0 konvergiert*), so wird 


1 1 





Hieraus folgt zugleich, daß die obere Grenze M(f) von f(x) genau gleich E 


ist, da sonst die links stehende Summe größer als das Quadrat von M(f) wäre. 

Die auf diese Weise gewonnene Funktion f(x) genügt also den Be- 
dingungen des Satzes XVI. Sie besitzt nun eine merkwürdige Eigenschaft: 
sie hat im Innern des Einheitskreises unendlich viele Nullstellen, und jeder 
Randpunkt ist eine Häufungsstelle der Menge dieser Nullstellen, bei gerad- 
liniger Annäherung an einen Randpunkt konvergiert aber 'f{z)| (nach dem 


Fatouschen Satze) im allgemeinen gegen n Die Ausnahmepunkte auf dem 


Rande bilden höchstens nur eine Menge vom Maße Null**). 


g 18. 
Über Polynome, die nur im Innern des Einheitskreises verschwinden. 


Aus dem Satze VIII ergibt sich ohne Mühe ein interessanter Satz der 
Algebra, der auf rein algebraischem Wege nicht leicht zu beweisen sein dürfte: 
XVII. Die Nulistellen des Polynoms n-ten Grades 
| a) =mtaMT ++ as 
sind dann und nur dann sämtlich ım Innern des Einheitskreises gelegen, 
wenn die Hermitesche Form 


n—1 n—1 


er 1; 7 a 2_ | ’ 
H= = mt An rt tin Ss HHtrHHH tra 1-1 In—1 


positiv definit ıst, oder was dasselbe ist, wenn die n Determinanten 


*, Es ist hierbei zu beachten, daß die Zahlen a„, von der Wahl der Zahlen 
"n+1. In+2. ... unabhängig sind. 

**, Vergl. hierzu H. Gronwall, Annals of Math. Bd. 14 (1912), S. 72, und 
N. Blaschke, Leipziger Berichte, Bd. LXVII (1915), S. 194. 
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Me ee 5, 
positwe (von Null verschiedene) Werte haben. 
Man setze nämlich | 
h(2)="da’)=a,„+ta,,% +4. :+ 98" 
und betrachte den Quotienten 
L 
fa) = Ha. 
Wir haben nur zu untersuchen, unter welchen Bedingungen f(z) eine Funk- 
tion der Form (18.) darstellt (vergl. $6). Hierzu sind nur die dort an- 
gegebenen Determinanten d,, d,,... zu bilden, wobei 
eo, bdh=d nd, = 
und a, =b,=0 für A>n zu setzen ist. Soll f(x) die Form (18.) haben, 
so muB 
41,0, , >9..,5, >09, Cds = 
sein. Die Determinanten Ö),,,,, Ö,+s, ... sind aber in unserem Falle von selbst 
gleich 0, weil in jeder von ihnen die erste Kolonne mit einer der übrigen 
übereinstimmt. Notwendig und hinreichend ist also nur, daß die n ersten 
Determinanten d, positive Werte haben. Da aber d, die A-te Abschnitts- 
determinante der Hermiteschen Form H ist, so besagt dies nur, daß H eine 
positiv definite Form sein muß. 
Versteht man, wenn 
ve) =ot+atta+ 

eine beliebige Potenzreihe ist, unter N,(w) die Summe 

N,(y)= o’+ a’ ++ a1” 
und setzt man 

p)=al "++ + 
so wird, wie man leicht sieht, 
H=N,(hyp) — N,(gY). 


Die Wurzeln der Gleichung g(x) = 0 liegen also dann und nur dann sämtlich 
18° 











136 Schur, Potenzreihen im Innern des Einheitskreises. 


ım Innern des Einheitskreises, wenn diese Differenz für jedes nicht identisch 
verschwindende Polynom Y(x), dessen Grad höchstens gleich n—1 ist, einen 
positiven Wert hat*). 

Der Satz XVII liefert auch eine Lösung der Aufgabe: zu entscheiden, 
unter welchen Bedingungen eine gegebene Gleichung n-ten Grades G(x) = 0 
nur Wurzeln mit negativem reellem Teil besitzt. Hierzu hat man nur zu 
untersuchen, ob die Gleichung 

g(2)= (8 — 1)" alt 
den Bedingungen unseres Satzes genügt. Für Polynome G(xz) mit reellen 
Koeffizienten haben diese Aufgabe E. J. Routh**) und A. Hurwitz***) auf 
anderem Wege gelöst. Es dürfte nicht ganz leicht sein, aus dem hier ge- 
wonnenen Ergebnis ‚die eleganten von Herrn Hurwitz angegebenen Be- 
dingungen abzuleiten. 

Unser Satz gestattet auch, die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen dafür anzugeben, daß die Wurzeln &, &, ...,&, einer Gleichung 
n-ten Grades 

Fe) =o+4ar+ + +0,"=0 
voneinander verschieden und sämtlich vom absoluten Betrage 1 seien. Dies ist, 
wie ich zeigen will, dann und nur dann der Fall, wenn erstens 
(43.) 6p0,_, = 0,6, (v=1,2,...,n) 
ist, und zweitens die Wurzeln &, &, ..., &,_, der derivierten Gleichung F’(x) = 0 
sämtlich im Innern des Einheitskreises liegen‘), d. h. F’(x) den Bedingungen 
des Satzes XVII genügt. 
Sind nämlich alle Zahlen e, gleich 1 und setzt man 


ar 
F*(z) = 2" Fa ")=,+%_,2° +: + 98", 
so unterscheiden sich F und F* voneinander nur um einen konstanten 


*), Dasselbe gilt dann von selbst auch für eine beliebige Potenzreihe y(t). 

**), „Die Dynamik der Systeme starrer Körper“ (deutsche Ausgabe, Leipzig 
1898), Bd. 2, $ 291. 

***) Math. Ann. Bd. 46 (1895), S. 273. — Vergl. auch Z. Orlando, Math. Ann. 
Bd. 71 (1912), S. 233. 

t) Herr @. Pölya, den ich von diesem Satz in Kenntnis seizte, hatte die 
Freundlichkeit, mir noch einen andern, von Herrn A. Hurwitz herrührenden Beweis 
mitzuteilen, der sich auf den bekannten Satz von Biehler (dieses Journal Bd. 87, 
S. 350) stützt. 
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Faktor. Durch Vergleichen der von & freien Glieder erhält man «,F* = c,F, 
und das liefert die Bedingungen (43.). Liegen ferner alle Wurzeln von 
F=0 in oder auf dem Rande X eines konvexen Bereiches $, so gilt das- 
selbe nach einem bekannten Satze von Gauß*) auch für die Wurzeln von 
F'=0. Die auf X liegenden Wurzeln von F’=0 sind hierbei nichts anderes 
als die auf R gelegenen mehrfachen Wurzeln von F=0. In unserem Fall 
kann für & der Einheitskreis gewählt werden, und da #=0 keine mehr- 
fachen Wurzeln besitzen soll, so müssen die Zahlen e/ im Innern von & liegen. 

. Sind umgekehrt die Gleichungen (43.) erfüllt, so ist insbesondere 


-_ 


' . . C 
6, =|%). Ist dann Z einer der beiden Werte von y® und setzt man 
0 


P(z)=CzF'(@), QUx)= a" Pla) = Car! Flat), 
so wird, wie eine einfache Rechnung zeigt, 
P(z) + Az) = nZF(e). 

Liegen nun alle Wurzeln von #’=0 oder, was dasselbe ist, von ?P= 0 ım 
Innern des Einheitskreises, so folgt aus dem P. I, 3.230 bewiesenen Satze XII, 
daß die Gleichung F=0 die verlangte Eigenschaft besitzt. 

Hieraus folgt leicht: Ein trigonometrisches Polynom n-ten Grades 
mit reellen Koeffizienten 


T(y) = S + Z (a, cosvp+ b,sinvY) 


verschwindet dann und nur dann an 2n verschiedenen Stellen des Intervalls 
0<p<2n, wenn das Polynom des Grades 2n — 1 


n 


Kan >> n+vr—1 
ER, (n+v)e,x 


den Bedingungen des Satzes XVII genügt. Hierbei vst 
c,‚=a,+ ib, c_,=a,— ib, (v=0,1,2,...,d,=0) 
zu setzen. 


$ 14. 
Die rationalen Funktionen [%& ; 70 Yıs + ++ /n|- 






Diese Funktionen, auf die wir bei der Betrachtung der im Kreise 
%| <1 beschränkten Potenzreihen geführt wurden (vgl. $ 2). haben einige 
interessante - Eigenschaften. 








L. Fejer, Math. Ann. Bd. 65 (1908), S. 417. 
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Sind Yo Yıs +++ %„ beliebige Größen, so hat man sich zur Berechnung 
des Ausdrucks 
(44.) f{z) = [85 Y Ya +++» Yn] | 
. der Rekursionsformel 


70 % «[e; Yı» Ya» . In] 


vun = » LI Yal= In 
1+Y0%[8; Yı3 Yar -- +, In] [23 7. 2 





[%5 Yo Ya +++, Yu] 
zu bedienen. Setzt man 


(&) a: [2; Yu Yutb "+" Ya, 
so läßt sich /{z) auf die Form 
wer C, + zD,-ıf, 
u ! zu A,_ı + x B,_ı 5 


bringen, wobei A,_,... ganze rationale Funktionen sind, die mit Hilie 
der Rekursionsformeln 
| A,=4,,+y,2B_, B,=y,4,1+®B,_\. 
Lc, =06,_,+ y,°D,_ı D,= ‘, C_,+2D_, 
zu berechnen sind. Es kommt noch hinzu, daß 
4=1 B=7. % =.» D=-1 
zu setzen ist. Speziell wird 
A,=1+Yyoyı2, B = Yıt Y%%, Cı=Y+t Yıl D,=yyıt 
4,=1+ (+ Yıy.)c + Yıyıd, B, = Yet Mt YYıyB)e + Yot', 
G=eyntlhtyyy)etypd, Dept myıt YıYy.)a+ 
Schreibt man noch deutlicher 
A,= Als; Yo Yin. y,) B, = B(x; Yayı Yy,) u. 8. W,, 
so ergibt sich mit Hilfe der Formeln (46.) ohne Mühe 
[ A(&; Yo Yu +9) = Alas Yu Y-0 +» Yo); 
(47.) B(&; yo» Yun ---»Y,) = C(2; y» Y—_ı + Yo): 
Dia; yo Yu ++, %,) = Di Y 91 +: 90). 





(46.) 





Ferner ist 
1 


D(z; yo Yo +, 9) = Aa; yo Yo +7): 
B(&; yo Yı --»7,) = Ca; Yo Ya +. = 
wofür wır auch einfacher 
(48.) D,(z) = a Aa"), B,(x) = © C,(2”*) 
schreiben können. Ist y, von Null verschieden, so kommt noch hinzu 


Ca; yo Yo +39) YyR ART"; Yo Yo Nm) )- 


Besonders wichtig sind für das folgende die Relationen 
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(49.) A,D,— B,C,=p,«, 
(50.) A,;ı C, 04 A, O,s — Yv+i1 P, ag 
wobei 


p,= FL (1—-yıYı) 
zu setzen ist. Wegen (48.) läßt sich die Gleichung (49.) auch in der Form 
(51.) A,(z) A, (2) — C,(e) Ca’) = p, 
schreiben *). 
Die Ausdrücke A, und C, haben insbesondere die Form 
4A, =1+.- + Y8, O,=9n+.-+Y®. 

Aus (49.) und (50.) folgt noch, daß, wenn keine der Zahlen y,, Y1, -- -» 7,—ı 
vom absoluten Betrage 1 ist, A, und C,, teilerfremde Polynome sind. Setzt 
man in (45.) insbesondere » =n, so erhält man wegen /„=[z;y,]= 7, 


f&) = [25 y8 Yu + 7n] = 4,@)' 
Das bisher Gesagte gilt für beliebige Werte der Parameter y,. Uns 
interessiert vor allem der Fall 
(52.) ni<ı Inl<h... val<h yl<ı. 
Unter dieser Annahme verhält sich, wie wir früher gesehen haben, f(x) im 
Kreise |x <1 regulär und genügt der Bedingung M(f) <1. Da außerdem 
A, und C,, keinen Teiler gemeinsam haben, so ist das Polynom A,(x) im 
Innern und auf dem Rande des Einheitskreises von Null verschieden **). 
Es entsteht nun die Frage: Welche rationalen Funktionen 
C(x Cote, + +02" 
Ka) = 2 e en 
lassen sich ın der Form (44.) darstellen, wobei die Parameter y,, Yı, -. -, Y„ den 
Bedingungen (52.) genügen? Die Polynome A(z) und C(z) können hierbei 
als teilerfremd angenommen werden, auch sollen die Koeffizienten a, und 
c„ nicht beide Null sein. 


Ich will nun beweisen: Notwendig und hinreichend ist, daß A(z) im 








*) Am elegantesten lassen sich die im Text angegebenen Formeln mit Hilfe des 
Matrizenkalküls beweisen. Man hat hierbei von der aus (46.) leicht folgenden Gleichung 


AI CIE) 


auszugehen. Es handelt sich übrigens um bekannte Formeln für Kettenbrüche. 
**) Es kann aber auch A„(x) = 1 werden. 
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Innern und auf dem Rande des Einheitskreises nicht verschwinde und außerdem 
(53.) A(z) Aka) — C(e) C(a')=p 

eine nichtnegatiwe reelle Konstante sei. 

Wir haben nur zu zeigen, daß diese Bedingungen hinreichend sind. 
Für n = 0 ist die Behauptung gewiß richtig, es sei also n>0. Aus der 
ersten Voraussetzung folgt, daß f(x) im Kreise |x|<{1 keinen Pol besitzt. 
Für || =1 ergibt sich ferner aus (53.) 

Ale)” — C(a)?=P>0, also 1— f(x) ? > 0. 
Daher ist |f(x)| auch für |z) <1 höchstens gleich 1. Genauer ist in diesem 
Gebiete |f{z) <1, weil sonst f{z)= f{0) =c, werden müßte. Dieser Fall 
ist aber auszuschließen, da A(x) und C(x) keinen Teiler gemeinsam haben 
sollen. Insbesondere ist der absolute Betrag von =, kleiner als 1. 
Multipliziert man beide Seiten der Gleichung (53.) mit x* und vergleicht 
die ‚Koeffizienten von x°", so erhält man a,=c,c,=7oc,. Hieraus folgt, 
daß beide Ausdrücke 
_4-n6 (x _1 0-14 








Polynome höchstens vom Grade n—1 sind, die keinen Teiler gemeinsam 
haben. Zwischen ihnen besteht, wie eine einfache Rechnung zeigt, die Relation 
ee Yar uam _ p 
A) A) — I) IT) = Er 
Außerdem kann 4(z) an keiner Stelle & des Kreises x) <<1 verschwinden. 
Denn aus A(&)=0 folgt 1 — Y,f(&)=0, für |&|<<1 ist aber fd <Hi<l. 
Der Ausdruck 





genügt also den beiden über f(z) gemachten Voraussetzungen, wobei aber 
an Stelle von n die Zahl n— 1 getreten ist. Nehmen wir nun das zu 
Beweisende für f,(x) als richtig an, so läßt sich diese Funktion auf die 
Form [%; Yı, Ya: ---, Yn] bringen, wobei |y,| <1,..., 11] <1,1y,|<1 wird. 
Da aber 





f(x) Z Yo T z}(&) 


 1+72@) 
ist, so wird {x)=[%;5 Y»Yı> +.» /n), und hierbei genügen die y, den Be- 
dingungen (52.). 
Es ist noch zu beachten, daß der Nenner A(z) des Ausdrucks f(x) 
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keiner weiteren Bedingung zu unterwerfen ist, als der, daß seine Nullstellen 
außerhalb des Einheitskreises liegen sollen. Zu jedem solchen Polynom des 
Grades n lassen sich auf unendlich viele verschiedene Arten Polynome C(z) 
desselben Grades bestimmen, die zu A(x) teilerfremd sind und der Bedingung 
(53.) genügen. Hierzu hat man nur für p irgendeine nichtnegative reelle 
Zahl zu wählen, die höchstens gleich ist dem Minimum von |A(e'r) ? für 


reelle Werte von p, und alsdann A(z) A(z”') —p auf die Form Oz) (x) 
zu bringen. Daß dies für jedes derartige p möglich ist, ergibt sich mit 
Hilfe eines Satzes über trigonometrische Polynome, dessen Beweis von 
F. Riesz herrührt (vergl. L. Fejer, dieses Journal Bd. 146 (1915), $. 55). 
Für p=0 hat man insbesondere C(x) = ex" A(z”!) zu setzen, wo & eine 
beliebige Größe vom absoluten Betrage 1 bedeutet. Diese Betrachtung lehrt, 
daß jedes Polynom A(x) vom Grade n, dessen Nullstellen außerhalb des Ein- 
heitskreises liegen und das für xz=0 gleich 1 wird, sich in der Form 
A®) = Ad; Yo Ya ++ 71) 

darstellen läßt, wobeı die Parameter y, den Bedingungen (52.) genügen. Diese 
Darstellung läßt sich stets auch so wählen, daß y„=1 wird. Die übrigen 
Zahlen y, sind dann eindeutig bestimmt. Um sie zu erhalten, hat man 


nur den Ausdruck 
_..a* Aka!) 
fx) = - Al) 
auf die Form [%; yo, Yı, -..,%„] zu bringen. Sind insbesondere die Koeffi- 
zienten von A(x) rationale Zahlen, so sind auch alle y, rational. 


$ 15. 
Einige Eigenschaften der zu einer beschränkten Potenzreihe gehörenden 
Parameterdarstellung. 


Wir haben früher gesehen, daß jede im Kreise |z|<{1 reguläre 
Funktion f(x), die der Bedingung M(f) <1 genügt, in der Form 


(54.) Ha) = [23 Y0 90. -]= & yo 10 ..,7)8 
darstellbar ist, wobei die Parameter y, den Bedingungen y, <1 zu unter- 
werfen sind (vergl. $ 3). 

Setzt man, wenn f(x) in dieser Form gegeben ist, 
f(®) = [83 7: Y4n + -- ] 
und versteht unter A,,B,,C,, D, die im vorigen Paragraphen eingeführten 
Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 3/4. 19 
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Polynome, so besteht für jedes » die Gleichung 


‚ax O,_ı zD,_ıf, 
all /  Anıt zB _uf 
Für jede Größe e vom absoluten Betrage 1 und für jede positive ganze 


Zahl n gelten ferner, wie man ohne Mühe beweisen kann, die Formeln 


efi@) = [25 8 Yo 871 892 +++ )» 

Hex) = [25 Yo 89% ®Ya --- ) 
2’ f(z) = [2; 0,0, ..., 0, Yo Yu +++ }: 

f(2") = [2; %. 0, ..., 0, Yu 0, ..., 0, 9 0, 2... ]. 
In der vorletzten Gleichung stehen n Nullen vor y,, in der letzten ist die 
Anzahl der zwischen y,_, und y, einzuschiebenden Nullen gleich n — 1. 

Der Fall, daß eine der Zahlen |y,| gleich 1 wird, oder daß alle y, 

von einer gewissen Stelle an gleich O0 sind, führt nur auf die im vorigen 
Paragraphen behandelten rationalen Funktionen f(x). Es seien also alle Zahlen 
'y,| kleiner als 1 und unendlich viele unter ihnen von Null verschieden. Be- 





(566.) 








zeichnet man mit 9,(x) die rationale Funktion 
0x) 
pr) = [25 Yo Yon Y,] = Ey 


so ist, wie wir schon im $3 gesehen haben, für |x| <1 


(57.) (2) = lim ,(2), 


v= © 





und hierbei ist die Konvergenz in jedem Kreise |2)<r<{1 eine gleich- 
mäßige. Die Formeln des vorigen Paragraphen gestatten uns, diese Gleichung 
noch anders zu schreiben. Aus (50.) folgt nämlich, indem man durch das 
für |2)<{1 von Null verschiedene Produkt A, A,,, dividiert, 


ar Le Yv+1P, 27? . : 
Pr P» A, A,yyı 


Für |2|<<1 ist daher wegen (57.) 





I. 5 R Br © y,41 9, art! 
Kl u Ze DE TE Froy wen 


Von besonderem Interesse ist der Fall, daß die Reihe 
(58.) rl+lnl+irlt 
konvergent ist. Aus der Gleichung 
A, eu; 4, + y‚zB,_ı 
ergibt sich für |z)<1, wenn noch zur Abkürzung |y,|= «, gesetzt wird, 
4<4_,|+@|Bl 
Für |z|=1 ist aber wegen (48.) und (51.) |B,_,|= |0,_,|<|4,_,|, und daher 
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ist auch für |2])<1 stets IB, , < 4, ,*). Folglich ist für jedes » und 


für |2| <1 
ı4,| —t (1+e,)| 4, 


und hieraus ergibt sich, da A, =1<1-+, ist, 
I4,|<(l +%)(1+@)...(1+@,). 
Die Formel (49.) liefert ferner für x =1 











| ” (1-a5)(1—e?) 1— a} 
1-|aP= 4r- er 1A, — h 
Daher ist für |2|=1 und umsomehr für |2|<1 
(59.) WERT St ade A Ed. 


— il +m) amol+a 
Dies gilt für beliebige Werte der Parameter y,. Ist aber die Reihe (58.) 
konvergent, so konvergiert das in (59.) rechts stehende Produkt mit wachsen - 
dem v gegen eine positive, von Null verschiedene Zahl x». Für |2]<1 
folgt nun aus (57.) und (59.) 

1 fe)? >= 
Die obere Grenze M(f) der Funktion f(x) im Kreise x) <{1 ist daher 
höchstens gleich Yl—x, also kleiner als 1. 

Wir können aber aus der Konvergenz der Reihe (58.) noch eine 

andere Folgerung ziehen. Aus (49.) folgt für z/=1 


ı4, >», AÄıl>pn = PA— &%+1); 
also 
an . — A u 
‚A, "= p,yVY1-a}ıı 





i 
1) 
i 


Da aber die Funktion — sich im Kreise | <{1 regulär verhält, so 











A, T 
gilt diese Ungleichung auch für xi<1. Für |z<1 ist daher 
|Y»+1 Ds ‚or _ a, 
Anl SMm 


Da nun die mit Hilfe der rechtsstehenden Zahlen gebildete Reihe zugleich 
mit der Reihe (58.) konvergent ist, so ergibt sich, daß die Reihe 


Yy+1 P, gr! 


g(% ) = yot = o A,(®) A,+ı(€) 


*) Dies folgt auch aus der mit Hilfe der Gleichungen (47.) zu beweisenden 


Formel 


B,_ı (x) SZ B: * r 
vo (2) = [7 . Yv—1l. Yr—lı *,.. Yo)- 
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im ganzen Kreise x <{1 absolut und gleichmäßig konvergiert. Sie stellt 
daher eine in diesem Kreise stetige Funktion dar, die im Innern des Kreises 
mit der Funktion f(x) übereinstimmt. — Wir erhalten also den Satz: 

XVII. Ist die Reihe Zy, absolut konvergent, so vst die Funktion 
fix) «m Einheitskreise mit Einschluß des Randes stetig, und ihre obere Grenze 
M(f) «st kleiner als 1. | 

Es ist noch zu beachten, daß, wenn die Funktion f(x) durch ihre 
Potenzreihenentwicklung 

fr) = ut ++: 

uachetn ist, die Reihe (58.) in der Form 


+ 2- Ve — re 
geschrieben werden kann, wobei 
10 %4 
, 010% 
a a 010) 
40,01 





zu setzen ist (vergl. $ 4). 

Allein aus der Stetigkeit von f(x) im Kreise x| <1 folgt die Kon- 
vergenz der Reihe (58.) gewiß noch nicht. Das zeigen schon die Beispiele 
rer) rer) 

In diesen beiden Fällen ist aber M(f)=1. Ob nun aber f(x) im Kreise 
x| <1 stetig und außerdem M(f) <<1 sein kann, ohne daß die Reihe (58.) 
konvergiert, habe ich bis jetzt nicht zu entscheiden vermocht. 

Ich will noch an einigen Beispielen zeigen, daß die hier eingeführte 
Parameterdarstellung uns in den Stand setzt, gewisse Klassen von Funk- 
tionalgleichungen in einfacher Weise zu behandeln. . Es sei z. B. y irgend- 
eine Größe, die absolut kleiner als 1 ist, und » eine positive ganze Zahl. 
Setzt man in (54.) 

Yo = Yı = Yarı = IaranHı — Inn = 
und die übrigen Zahlen y, gleich 0, so wird, wie aus der letzten der 
Formeln (56.) leicht hervorgeht, 
f(2) = [8 Y1 9» ---]= Ma"), 


also 
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+ za" 
fa)=;7; nee 
Dieser Funktionalgleichung genügt offenbar nur eine, allein durch y be- 
stimmte Potenzreihe. Unsere Betrachtung lehrt aber, daß diese Potenz- 
reihe für x) <1 konvergent ist und der Bedingung M(f) <1 genügt. 
Dasselbe gilt, wenn 7 <1 und ie =1 ist, für die Funktionalgleichung 


BE ah 
Ka) = 1+yaflea) 
Die einzige Potenzreihe, die ihr genügt, läßt nämlich die Darstellung 


f{z) = [2537,89 ®°Y, -.-; WM)... ] 
zu. Von besonderem Interesse ist der Fall, daß die y, sich periodisch 
wiederholen, d. h. bei gegebenem n der Bedingung 7, =y,,;, genügen. 
Hierbei hat man anzunehmen, daß die Zahlen 7%, Yı  ---» Yn-ı. kleiner 
als 1 sind. Die Funktion f(z) genügt dann, da f,„= f wird, wegen (55.) 
der quadratischen Gleichung 

zB, f+ (41 —-2D,,)f-0,1=0. 
Man kann zeigen, daß die Verzweigungsstellen dieser algebraischen Funktion 
sämtlich auf dem Rande des Einheitskreises liegen. 














Riemannsche Funktionen- und Differential-Systeme 
in der Ebene. 
Arithmetischer Teil. 


Von Herrn Robert König in Tübingen. 





Werden in der Ebene s Punkte a,(o=1,2,...s) markiert und dazu 
s lineare homogene Substitutionen A, gegeben*), so ist dadurch eine Klasse 
von Riemannschen Funktionensystemen definiert, speziell eine Klasse al- 
gebraischer Funktionen, wenn die A, sämtlich Vertauschungssubstitutionen 
sind. Zu jedem Funktionensystem y = (Y,, %s, ... y„) gehört ein Differential - 
system dY = ydz, im speziellen algebraischen Fall ein Abelsches Differential. 

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, alle bei den algebra- 
ıschen Funktionen und Differentialen bekannten Sätze, soweit 
sıwe zunächst arıthmetischer Natur sind, auf eine beliebige Rie- 
mannsche Funktionen- und Differentialklasse auszudehnen**). 

In einem I. vorbereitenden Abschnitt wird der Nullstelle und Pol 
bei einer Funktion verallgemeinernde Begriff: Funktionensystem Vielfaches 
eines Divisorensystems: entwickelt. Es ist dazu nötig, für jede der Stellen «a 


ein Fundamentalsystem = L-!y und die Exponenten (1. Art) festzulegen. 
L”"AL= B hat die „Normalform‘. Die aus den ‚reduzierten‘ Exponenten 
gebildete Summe Fs2«@—n-+1=p nenne ich das Geschlecht der Klasse; 
sie ist die genaue Verallgemeinerung der aus dem wesentlichen Diskriminanten- 
teiler hervorgehenden Definition der Geschlechtszahl im algebraischen Fall 
und spielt weiterhin dieselbe Rolle. 





*, S. alles Nähere in $1. 

*) Der Fall n=2 wurde von mir bereits früher erledigt: „Grundzüge einer 
Theorie der Riemannschen Funktionenpaare“, Math. Ann. Bd. 78 (1917), S. 63—93, 
im folgenden kurz mit „R. F. P.“ zitiert. Vergl. bes. auch die Einleitung als Er- 
‚gänzung zur jetzigen. 
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Im II. Abschnitt betrachte ich Systeme von n rational unabhängigen 


> Dh) 
Funktionen der Klasse (X) (u, BR... re (na ®_) ,h=1,23,..n 


(2 — a)“ (2a) % 
— Basissysteme — und die zugehörigen Moduln M. Basissysteme, zu denen 
derselbe Modul gehört, werden als äquivalent betrachtet und in eine Klasse 


vereinigt, Basisklasse (Satz 1—3). Die Untersuchung der Matrix (# u) 


an einer Stelle und im Großen liefert die Sätze 4—10 über Spalten-, 
Zeilen-, Determinanten- und Elementar-Teiler an einer Stelle und die Sätze 
11—13 ım Großen. Es gibt ausgezeichnete Moduln von der Eigenschaft, 
daß ıhre Zeilenteiler an jeder endlichen Stelle den Elementarteilern abge- 
sehen von der Reihenfolge gleich sind. Über diese ausgezeichneten Moduln 
besteht das T’heorem I, welches jedem Modul einen Divisor zuordnet und 
umgekehrt, nebst den zahlreichen Folgerungen $ 9, Satz 14—16, und $10. 
Im Bereiche der ausgezeichneten Moduln läßt sich ferner vermöge der er- 
wähnten Zuordnung eine Komposition und Zerlegung definieren, welche 
sozusagen eine ‚„Idealtheorie‘‘ für eine beliebige Riemannsche Funktionen- 
klasse darstellt (S. 164). | 

In der zu (K) komplementären Klasse (X) mit den komplementären 
(= kontragredienten) Substitutionen A, betrachte ich jetzt ($ 11) das System 


[73 


(ü so) wobei H= AH, H=L- Hund L-" ÄL= B die Normalform 


hat. Besteht B bezw. H aus lauter eingliedrigen Ketten, dann ist Z=L, 
sonst =_LT, wobei T wieder festzulegen ist. Die Untersuchung der Teiler 
von M liefert die Sätze 18—20. Den Zusammenhang zwischen den so de- 
finierten ausgezeichneten Moduln M® und ® von (K) und (K) gibt das 
Theorem II. Hierbei ist aber notwendigerweise vorausgesetzt, daß es sich 


ir 


um „EZigenmoduln‘“‘ bezw. „Eigendivisoren“‘ von (K) und (K) handelt, d.h. 
solchen, deren Zeilenteiler an einer Stelle je innerhalb einer Kette gleich sınd. 


Führt man durch = — o,+ e, die reduzierten Exponenten der Klasse (X) 
ai 

ein, so erhält man in 3=II!: den Verzweigungsteiler des Klassenpaares 
ann 


(K), (K), welcher die Verallgemeinerung desselben Teilers bei den algebra- 
ischen Funktionen darstellt und das Theorem II in der Gestalt IIa. 
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Nun kann für die Differentiale (var ch der Klasse (K) ver- 
mittelst 3 und des Differentialtellers ® = >, der Begriffdes Vielfachen 
eines Divisorensystems aufgestellt werden ($ 13) und T’heorem III, die 
Veraligemeinerung des Riemann-Rochschen Satzes bei den algebraischen 
Funktionen, liefert den Zusammenhang zwischen den Funktionen von (K) 
und den Differentialen von (K). Schließlich folgen noch drei Reziprozitäts- 
sätze. Der erste (Theorem IV) lehrt den Zusammenhang zwischen den 


Geschlechtern zweier zueinander komplementären Klassen, der zweite (T'he- 


ir 


orem V) zwischen den Funktionen von (X) und (X) und der dritte (The- 


, 


orem VI) zwischen den Differentialen von (X) und (X). Hiebei handelt 
es sich immer um Vielfache von Eigendivisoren der Klassen. (VI) kann 
als die Verallgemeinerung des Brill-Noetherschen Reziprozitätssatzes auf- 
gefaßt werden, während (IV) die Tatsache verallgemeinert, daß die Ordnung 
des Verzweigungsdivisors bei den algebraischen Funktionen (oder die Anzahl 
der Nullstellen eines Abelschen Differentials) 2p — 2 ist. 

Vorstehende Sätze und Theoreme auf den Fall angewendet, daß 
sämtliche A, Vertauschungssubstitutionen sind, ergeben eine neue Theorie 
der algebraischen Funktionen und Differentiale rein von der Gruppe aus als 
dritten Weg neben den beiden andern,‘ welche von der Gleichung oder von 
der Riemannschen Fläche ausgehen*). Diese Theorie ist nicht nur besonders 
durchsichtig, weil sie die algebraischen Funktionen und Differentiale als 
Glied einer höhern Mannigfaltigkeit erscheinen und genau trennen läßt, 
was von der Klasseneigenschaft und was speziell von der Körpereigenschaft 
herrührt, sondern auch allgemeiner als die bisherigen, was an der allgemeinen 
Fassung des Begriffs des Multiplums liegt. Wie im I/II. Abschnitt gezeigt 
wird, muß dieser Begriff für Funktionen (Satz 21, 22) und Differentiale 
(Satz 23, 24) in geeigneter Weise spezialisiert werden, um die gewöhnliche 
Theorie**) zu erhalten. Vorher muß auch schon die Wahl des Fundamental- 


systems y in bestimmter, spezieller Weise geschehen. 





*) Vergl. den Bericht von A. Briül und M. Noether über „Die Entwicklung 
der Theorie der algebraischen Funktionen“. Jahresber. d. D. Math. Ver. 3. Bd. 


1894. 
**) Vergl. die Theorie von K. Hensel in dem Werk: „Theorie der algebraischen 
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Alsdann stellt die Lehre von den algebraischen Funktionen und den 
linearen homogenen: Differentialgleichungen vom Fuchsschen Typus oder 
besser den Avemannschen Funktionensystemen, welche sich bisher nur ge- 
trennt oder in mehr oder weniger ‚„Analogien‘ nebeneinander entwickelt 
haben, eine Einheit dar. 


I. Abschnitt: Riemannsche Funktionen- und Differential- 
Systeme »-ter Ordnung. 


$1. Definition. 


Es seien in der Ebene X der komplexen 
Variabeln z= x+iys > 2 im Endlichen gelegene 
Punkte a,(0o=1,2,...s) markiert; hierauf werde 





7 K in der durch nebenstehende Figur skizzierten 
= > Q, Weise zu K’ zerschnitten und jedem Schnitt /, 
. " eine Matrix A, von n? komplexen Zahlen mit nicht 
verschwindender Determinante und der Bedingung 
(1.) .4,4,_-1...4,=E 


zugeordnet. Ein Riemannsches Funktionensystem n-ter Ordnung (n > 2) 
y= (Yy, Yo, -.. Y„) ist dann durch folgende Eigenschaften charakterisiert: 
1. Im Innern von K’ sind die 4, @=1,2,...n) eindeutige, bis auf 
Pole reguläre analytische Funktionen von 2. 
2. Abgesehen von den Punkten a, lassen sie sich über die Schnitte 
/, analytisch fortsetzen und erfahren hiebei (in der Pfeilrichtung) die 
Substitutionen y* = A,y. 
3. In den Punkten a, verhalten sie sich ‚„‚bestimmt‘‘ (S. unten). 
Zu jedem System von Funktionen gehört das System ihrer Inte- 


grale I = (I,,/,,...I,) = (Ada, ..Sy„de) bezw. das System der Differen- 
20 2% 


Funktionen einer Variabeln“ von Hensel und Landsberg, Leipzig 1902. Scharf ge- 
trennt ist sie jedoch von der Formentheorie bei E. Ritter: „Über Riemannsche Formen- 
scharen auf einem beliebigen algebraischen Gebilde“, Math. Ann. Bd. 47 (1895) 
S. 157—221. Hier auf Scharen bez. Definitionen, Begriffe, Exponenten ete., dagegen 
beim Verf. Systeme, deren Zweige auch genau der Reihenfolge nach festgelegt sind: 
das letztere ist nötig, wenn der algebraische Fall eingeordnet werden soll. 


Journal für Mathematik. Bd. 148. Heft 3/4. U 
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tiale d/I= (dl,...dI,)=(y.dz,...y„d2). Der Kürze halber sprechen 
wir im folgenden statt von dem System der Funktionen y, von „der Funk- 
tion y‘“ mit ihren „Zweigen“ y;*). 


$ 2. Fundamentalsystem für eine Verzweigungsstelle. 


Wie im Fall a= 2 überdecken wir K bezw. K’ mit n Blättern X, 
bezw. K; und breiten die n Zweige y, darauf aus. Die Punkte von X 
und Ä, bezeichnen wir mit kleinen deutschen Buchstaben, z. B. die Stelle 
z=»p auf K mit p, die auf X, darüberliegenden Punkte mit p.. 

Lautet an der zunächst von den a, verschiedenen Stelle p mit der 
Örtsuniformisierenden { die Entwicklung von y; = a;t”i + »»- (a,+0), so heißen 
die ganzen Zahlen g, dıe Exponenten (1. Art) von y an der Stelle p**). 
Sind A, beliebige ganze Zahlen und D= (pf',... pir) ein Divisor, so heißt 
y ein Multiplum von D& an der Stelle p, wenn 9,4, ist. Ein Multiplum 
von 2 = (p},...p2)= 1 heißt speziell endlich oder ganz an der Stelle p. Ist 
9;= A, so sprechen wir von einem genauen Multiplum (an der Stelle p). 

Nun sei a eine von den Stellen a, und A= (a,,) die zugehörige 
Substitution, 

(2.) ‚uE—4|= y(u) = (u— e)”" (u— &)”... = 0 
die charakteristische Gleichung. Ist w(4)= 0 die Gleichung niedrigsten 
Grades, der die Matrix A genügt, so ist nach Frobenius ***) 

y(u) = (u — ee)" (u— &)”... und Oo <u,<o, 
0<w<sv 


Setzen wir 


sa E—-A=A, &E—-A=A,... 


*) Existenzbeweise hat man mit verschiedenen Methoden in mehr oder we- 
niger weitem Umfange erbracht: Kontinuitätsmethode (Schlesinger), Kombinatorische 
Methode (/'rym-Rost), Integralgleichungen (J. Plemelj), Dirichletsches Prinzip (0. Haupt) 
u. a. s. 0. Haupt „Zur Theorie der Prymschen Funktionen 1. u. N. Ordnung“, Math. 
Ann. Bd. 77 (1915) S. 44 fi. und „Bemerkungen über die Integrale Riemannscher Funk- 
tionenscharen“, Sitzungsber. d. Heidelberger Ak. d. Wiss. Math.-naturw. Klasse 1914. 

**, Zum Unterschied von den im allgemeinen völlig verschiedenen Exponenten 
(2. Art) der Schar (y,.... 4) oder der Differentialgleichung für y. 

**), Über den Rang einer Matrix, Ber. d. K. Pr. Akad. d. Wiss. phys.-math. 
Klasse 1911, II S. 20—29 u. S. 128—129. 
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so ist nach Frobenius*) der Rang von AÄ* gleich n— v, und daher die 
Anzahl der linear unabhängigen Lösungen von 

Alz=0 
gleich »,. Seien 

nt .vEiE 

die Normallösungen **) von (4.), welche in eine gewisse Anzahl von Ketten 
zerfallen, jeweils bestehend aus einer „primitiven‘‘ Lösung**) p und den 
daraus sukzessive „abgeleiteten‘‘ Lösungen**) Ap, A’p,.... Analog für 

Arc=0 

D,P9,..PP usw rn, tn+..=n. 

Bezeichnen wir alsdann diese n Lösungen in irgendeiner Reihenfolge — 
jedoch so, daß eine einzelne Kette nicht auseinandergerissen wird — mit 


rer 
so wird durch die Matrix 


(5.) L= (9, 9,P”,...) 'L|+0 
A in die Normalform B transformiert***): 
(6.) L"AL=B. 
B zerfällt entsprechend den Ketten von L in Partialsysteme ***) 
B, 
(7.) B=| B, 


Angenommen etwa, die x ersten der p gehörten zur Wurzel e, und bildeten 
eine x-gliedrige Kette, so ist für <=1 B,=e, und für z>1 

le, 
le, | 
(8.) B = 1e, x Zeilen und Spalten. 








le, 
An L haftet die Willkür, mit der einerseits die Auswahl der primitiven von 
den Lösungen p noch möglich ist und andrerseits die Willkür, die in der 
verschiedenen Anordnung der Lösungen p — mit obiger Einschränkung — 
liegt. Während der erstere Umstand keinen Einfluß auf die Gestalt von 





*, s. ebenda S. 26. 
**, g. ebenda S. 27. 
***), gs, ebenda S. 28. 
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B ausübt, bleibt dem letzteren zufolge die Reihenfolge der. Partialsysteme 


ın B willkürlich, sonst nichts. 
Wir entscheiden uns für eine bestimmte Wahl von L (und damit 


von B) und nennen das Funktionensystem L" y kurz y. Dasselbe erfährt die 
Substitution 








y* = By. 
Betrachten wir ein Partialsystem von B — etwa unter: obiger Annahme 
wieder das erste B, — so verhalten sich die Funktionen 
24, = Yı 
co.) huhu. Bee) 
2,=y Be. le («—a)z 1 
ee BR 


rein multiplikativ mit dem Faktor 
(10.) = een, 0o< < 1); y=-eitiay 
und gestatten nach Voraussetzung 3. ($1) eine Entwicklung der Gestalt 


2, = (2 — a)* P,(z—a) bezw.*) = (2— a)" P,(z—a), #=12.... 
wobei 

(11.) = 0, AıA=0,+ hu, Prl0) + 0 
und P, Potenzreihen sind, die wegen Voraussetzung 3. ($1) höchstens endlich 


viele negative Potenzen enthalten. 

Analog für die andern Ketten. Die durch (10.) normierten 
a(i=1,2,...n) heißen die ‚reduzierten Exponenten‘“‘, die A, (11.) die Exr- 
ponenten (1. Art) des Systems y an der Stelle a. Beide sind — ebenso 
wie die 9; selbst — auch der Reihenfolge nach festgelegt, die «, insbe- 
sondere Klasseninvarianten (s. $ 3). 

Ist jetzt & = (al, ... a") wieder ein beliebiger Divisor und 0, = a, +, 
wo g; beliebige ganze Zahlen, insbesondere Null sind, so heißt das System 





a 
*, Das letztere nur, wenn 2; nicht identisch Null ist, was jedoch vorkommen 
kann, wenn die %Y; linear abhängig sind. 
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au ma 


ein Multiplum von D an der Stelle a, wenn — ein solches im früheren 


—@ a 


. 


Sinne ist. 


$ 3. Klasseneinteilung. 

Alle Funktionensysteme, welche an den gegebenen Punkten a, die- 
selben Substitutionen A, erfahren, denken wir uns mit Riemann in einer 
Klasse (K) n-ter Ordnung vereinigt. Die Systeme von n rationalen Funk- 
tionen bilden die einfachste Klasse (E). Die Klasse mit den zu A, kom- 


plementären Substitutionen A, (d. h. den konjugierten der reziproken Az") 


at 


sei (K)*). Es ist (K )=K, und die Klassen ordnen sich demnach zu Paaren, 


bestehend aus zwei zueinander komplementären Klassen, zusammen, wobei 
jedoch auch (K)=(K) sein kann. Ist speziell jedes A, gleich einer Ver- 
tauschungssubstitution, so ist (K) eine Klasse algebraischer Funktionen, für 
welche — wie leicht zu sehen — A,= 4, und daher stets (X) =(K) ist. 
Zerfallen die sämtlichen A, in der gleichen Weise in Partialsysteme, welche 
sich nur untereinander substituieren, so heiße die Klasse zerfallend. (K) 


und (X) zerfallen gleichzeitig. Wir können und wollen uns im fol- 
genden auf nicht zerfallende Klassen n-ter Ordnung beschränken 
(d. h. im algebraischen Fall auf zusammenhängende algebraische Gebilde). 
Es kann vorkommen, daß ın einer solchen Klasse die Zweige eines Systems 
linear abhängig sind (z. B. im algebraischen Fall bei dem System 
y=(1,1,...1)); dann kommt das System (ganz oder teilweise) schon in 
einer Klasse von niedrigerer als der n-ten Ordnung vor**). 

Die Funktionen einer Klasse besitzen die Eigenschaft: mit y kommt 


auch R(z)-y und ri mit y® und y® auch y”+y® in der Klasse vor 
(Klasseneigenschaft). Da die B, und die «, bis auf die Reihenfolge schon 





*, In der Sprache der Differentialgleichungen die „Adjungierte“ oder 1. As- 


soziierte; (K) = (K)der sich selbst adjungierte Fall. Auf die höheren Assoziierten gehen 
wir der Kürze halber nicht ein. S. darüber L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen, Leipzig 1897, Bd. II1 S. 125 ff. 

** Die letztere Tatsache zeigt, daß der Reduktibilitätsbegriff bei den algebra- 
ischen Gleichungen sich in unserem höheren Gebiete in 2 völlig getrennte Dinge auf- 
löst: das Zerfallen und das Vorkommen in Klassen niedrigerer Ordnung. 
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durch die Klasse festgelegt sind und für eine Stelle «a 


Aj=BI= e", 


so ist wegen (1.) die über alle Punkte «, erstreckte Summe 3 > «, eine 


(0) i=1 


nichtnegative ganze Zahl; wir setzen 


(12.) >>; «—n+1l=p 


o) i=1l 
und nennen p das Geschlecht der Klasse; es ist die wichtigste Klassen- 
invariante. 


II. Abschnitt. Funktionen und Differentiale innerhalb 
einer Klasse, 


$ 4. Die Klassenbasis. 


Seien 7” (A=1,2,... #7) Funktionen von (K) und H= (n”)(i=1,2,...n) 
ihre Matrix. Das System n“” heißt rational abhängig, wenn eine Gleichung 
der Form 

R,n® + R,n® + R,n®”’=0 oder kurz HR=0 
mit nicht lauter identisch verschwindenden rationalen Funktionen R, besteht. 
Ist Z= (£”) ein zweites, mit 4 durch die Gleichung Z= N H verknüpftes 
System (N=(n,) und n,(,k=1,2,...n) Konstante) so folgt aus 
HR=0 ZR=0 und umgekehrt, wenn |N| +0; speziell für N = L’! folgt, 
daß eine Gleichung 


HR=0 immer die andere HR=0 
nach sich zieht und umgekehrt. 
Wir nehmen nun speziell 7 = n und betrachten die Determinante |H|; 


sie ist eine multiplikative Funktion, u. zw. ist |7]*=|4|-|H], ıH|* == IB|-|H|. 
Satz 1: Ein n-gliedriges System ist dann und nur dann 
rational unabhängig, wenn seine Determinante nicht iden- 
tisch verschwindet. | 
Besteht eine Gleichung HR=0, dann folgt H/|=0; um das Um- 
gekehrte zu beweisen, nehmen wir an, der Rang von |H| sei g <n und. 
etwa |4,| = || +0, (,k=1,2,...e). Wir bekommen ein nicht identisch: 
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verschwindendes Lösungssystem der o ersten von den Gleichungen YR= 0 
mit den Unbekannten R,(k=1,2,...n), wenn wir nehmen: 


wodurch auch 
I En 


bestimmt sind. Da, wie man leicht zeigt, 
Bi =R,..R’=R, 
sind R,,... R, rationale Funktionen, w. z. b. w. 
Ein System 7®,...n“” heißt eine Basis der Klasse, wenn sich sämt- 
liche Funktionen von (X) in der Form 
7a +++” 
— Cy... 6, rationale Funktionen — 
darstellen lassen. 
Satz 2: Eine Klasse n-ter Ordnung kann nicht durch eine 
Basis von weniger als n Elementen dargestellt werden. 
Denn sonst wäre die aus n beliebigen Funktionen der Klasse ge- 
bildete Determinante identisch Null, was dem Existenzsatz widerspricht *). 
Satz 3: Dagegen sind n+1 Funktionen stets rational 
abhängig, ein n-gliedriges rational unabhängiges System 
also eine Basis. 
Ist nämlich n eine beliebige Funktion von (K), so folgt sofort, daß 
sich aus den Gleichungen YR=n die R als rationale Funktionen ergeben. 
Zwei Basen H, Z sind stets durch eine Gleichung Z = HP verknüpft. 
Die Elemente von P=(e,,) sind rationale Funktionen und Pi +0. 
Ist (n) = (mn, n®,...n®) eine Basis, so bildet die Gesamtheit der 
durch (n) mit ganzen rationalen Funktionen in der Form 
NEUN’ ++ +un” 
darstellbaren Funktionen den zu (n) gehörigen Modul [7]. Zwei Basen (n), (Z). 
für welche [7] =[d], heißen äquivalent; die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Äquivalenz von H und Z ist das Bestehen einer Glei- 
chung Z= HP mit ganzen rationalen o, und |P\=konst. (#0). Da für 
drei Basen (n), (£), (9) gilt 
Men; MO, den; ME, (I), (mM) (9), 


*) S. Plemelj, Riemannsche Funktionenscharen mit gegebener Monodromiegruppe. 
Monatshefte für Math. und Phys. 19. Jahrg. S..240/1. 
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so können äquivalente Basen in eine Klasse, nicht äquivalente in ver- 
schiedene Klassen getan werden. Die Basissysteme einer Klasse (K) können 
demnach in verschiedene Klassen aufgeteilt werden. 


$ 5. Die Moduln. Spalten-, Zeilen-, Elementar-Teiler. 
Wir betrachten jetzt eine Basis (7) in der Umgebung einer beliebigen 
Stelle mit der Ortsuniformisierenden ( =2z—.a bezw. 2); der Allgemeinheit 


a (1) 
wegen wählen wir eine Stelle a. Dann laute die Entwicklung von ("-): 


a(1) 
n1 








ger = e,t"+ ER 

a) 

ng . . . > 
ja = &ı 0" + +++ wobei mindestens ein e,, #0 sei. 
alt) 

In "EP , 

ten TE En 4 7 


Bilden etwa wie in $ 2 die ersten x Zweige eine Kette, so ist 
&=0%=++=a, und zu dem 2-ten,... bis x-ten Zweig können nach (9.) 
logarithmenbehaftete Glieder treten, welche nicht hingesetzt sind. Ebenso 


für jede andere Kette und analog für 7®,...y”. #(k=1,2,...n) heißt der 


[P} 
(k) i 
‚Spaltenteiler von m an der Stelle a. Es ist dann 


Boll tmdlite 040 





und 
Zr, <d. 
Besteht das Gleichheitszeichen oder ist |e, +0, dann heißt das System 


(4) spaltennormal an der Stelle a*). Beim Übergang zu einem äqui- 


/ 
i® 
valenten System ist d invariant, während sich die r, natürlich ändern 
können. Hierüber gilt 


*) Vergl. „Hensel-Landsberg“, a. a. O. S. 167. 
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Satz 4: In einer Klasse von Basissystemen (n) bezw. 


(f) gibt es stets ein in bezug auf eine beliebige Stelle spalten- 


je 
normales, u. zw. ein solches, wo das Schema der Anfangskoeffi- 
zienten c,, folgende Gestalt hat (a-dreieckiges normales System*)): 





BU 
TE a 
(6;,) = Ca Cyg 1 a . 
Tr Er BCHRER | 





Der Beweis ist ganz analog zu führen wie im algebraischen Fall**). Auch 


der Satz, daß für ein bei {=0 spaltennormales System (n) bezw. (4) 


der Teiler einer beliebigen Funktion des Moduls 9 = u, 7” + ... u,n” bezw. 


a 
$ 7® 


a 
(n) 

 AUROR 7 

1° i® 


++ % 0 gleich dem größten gemeinschaftlichen Teiler der 


Summanden ist, gilt unverändert **). 


ak 
m 


Wir betrachten wieder die Matrix (n|®) bezw. => jetzt aber nicht 


hinsichtlich ihrer Anordnung in Spalten, sondern hinsichtlich der daraus 
zu bildenden Determinanten. Wie oben die Kolonnenteiler, bekommen wir 
jetzt die Determinantenteler der Matrix an der Stelle a: 1%, 1%, ... in 
(d, = d) wo t“ die niedrigste Potenz, mit der die Entwicklung einer Deter- 
minante k-ten Grades beginnt (bei Beiseitelassung der logarithmenbehafteten 
Glieder), und daraus die Zlementarteler der Matrix bei a: tı =“, 
= eh, ,.. tn = tin %-ı, Unter den vielen hierüber gültigen Tatsachen ***) 
erwähnen wir nur den einen 

Satz 5: Es ist stets , <<, <...<e,. 

Der Zusammenhang mit den Kolonnenteilern wird vermittelt durch 
folgenden — ganz wie bei den algebraischen Funktionen?) zu beweisenden — 





*, Die durch das Schema A,P, 4, U skizzierten Systeme mögen bezw. als 
@-, ß-, Y-, d-dreieckig unterschieden werden. 
**) s, Hensel-Landsberg, 11. Vorlesung. 
***#) gs, z, B. Frobenius, Über die Elementarteiler der Determinanten, Sitz.-Ber. 
d. K. Preuß. Ak. d. Wiss. Berlin, Math.-phys. Klasse 1894, II. S. 31—44. 
t) s. Hensel-Landsberg, a. a. O., 12. Vorlesung. 
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Satz 6: Ist das System () an der Stelle a spalten- 


normal und sind 0,0, ...0, die Exponenten seiner Spalten- 
teiler der Größe nach geordnet, so ist e, = O1, & = 0% ::- & = (y 
Angenommen, es handle sich jetzt um eine endliche Stelle und gehen 

wir von dem System (n) zu einem äquivalenten über; dann besteht der 


Satz 7: Determinanten- und Elementarteiler sind für 
äquivalente Systeme gleich; daher erhält man bei der Trans- 
formation eines Systems in ein normales allemal auch die- 
selben Kolonnenteiler. 

In dritter Linie betrachten wir unsere Matrix an einer beliebigen 
Stelle — der Allgemeinheit wegen wieder a — hinsichtlich ihrer Anordnung 
nach Zeden. Man hat 





(1) - n) 
(14.) = dut®+ Be. = de. + , dt ..., 


wobei mindestens ein d,, +0 sei; analog für die andern Zeilen unter Weg- 
lassung der eventuell vorhandenen logarithmischen Teile. 

Wir erhalten so die Zeilenteer t",t”,...t’, und es ist wieder 
=0d,<d. Besteht das Gleichheitszeichen, oder ist |d,,| #0, dann heißt das 
System ‚zeilennormal‘“ an der Stelle a. Den Zusammenhang mit den Ele- 
mentarteilern vermittelt folgender 


Satz 8: In einem zeilennormalen System sind die der 

Größe nach geordneten Zeilenteiler gleich den Elementar- 
teilern. 

Nehmen wir die Bezeichnung so, daB , <&,<...<l, so ist 

d, =, d, > d, +0, d, > d,+d,+0d,, u. Ss. w. also e, = d,, & > du... & > On 

Wäre nun im Falle Zd,=d auch nur ein 8, >6, so wäre Se, >d, was 

wegen Ze,= d ausgeschlossen ist. Hieraus folgt in Verbindung mit Satz 6 


Satz 9: In einemgleichzeitig zeilen- und spaltennormalen 
System stimmen die der Größe nach geordneten Zeilentesler 
mit den der Größe nach geordneten Spaltenteilern überein. 

Sei jetzt die betrachtete Stelle speziell eine endliche und (7), (7) 


zwei äquivalente Basen; dann folgt > d, sowohl als auch d, > d,, also 
d,= d,. Das gibt den 
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Satz 10: Die Zeilenteiler an einer endlichen Stelle sind 
invarvant. 











$ 6. Dieselben im Großen. 

Die im vorigen Paragraphen ‚im Kleinen“ angestellten Unter- 
suchungen ergeben — für alle endlichen Stellen durchgeführt — folgende 
Resultate ‚im Großen“: 






Satz 11: Jeder Klasse von Basıssystemen (m: 3) ent- 





sprechen n endliche*) Divisoren D, = af. ...b%.... (= 1,2,...n), 
„diezusammengesetzten Determinantenteiler“ undnendliche 


Divisoren &(€E, = D,,E, = ae 1<:ı<n), „diezusammengesetz- 
i—1 ger 






















ten Elementarteiler“. 

Der Punkt a ist hierbei als Repräsentant der Stellen «a,, und b als 
Repräsentant der übrigen endlichen Stellen mit von 0 verschiedenen d; 
gesetzt. 

Da speziell der n-te Determinantenteiler auch für die unendlich 
ferne Stelle in allen äquivalenten Basen derselbe ist, so entspricht jeder 


a 


Klasse (n; 1) auch der alle Punkte umfassende Divisor 
De, 
den wir den vollständigen n-ten Determinantenteiler nennen. Nun ist 
=d +. +:d+-- +d/ = — Fra 
und daher besteht der 
Satz 12: Die Ordnung des vollständigen n-ten Deter- 
minantenteilers ist für alle Basisklassen dieselbe. 

d"!n 
e dar 
von n linear unabhängig sind —, so folgt als 

Korollar**): Obiger Teiler, bezw. seine Ordnung ist für alle 
Funktionen der Klasse (mit linear unabhängigen Zweigen) derselbe, 
u. zw. gleich— Z2«a. (Klasseninvariante). 





Wählen wir als Basis speziell n, = a — wofern die n Zweige 





*, Ein Divisor heißt „endlich“, wenn er die unendlich fernen Stellen nicht enthält. 
**) Dasselbe deckt sich mit der sog. „Fuchsschen oder Riemannschen Relation“ 


bei den linearen Differentialgleichungen. 
21° 
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Über die Zeilenteiler eines Systems im Endlichen können wir fol- 
genden Satz aussprechen: 


Satz 13: Jeder Klasse von Basissystemen ( ;#) oder 


a 


jedem Modul o-[f]| entspricht ein endlicher Divisor 
DM) 

Pe 

NM-D- a... 

adn...bin... 

von der Eigenschaft, daßQgrößter gemeinschaftlicher Teiler 
der Funktionen des Moduls ist und umgekehrt Maus Viel- 


fachen*) im Endlichen von D besteht. 
Es kann sein, daß zu verschiedenen M dasselbe D gehört. 





$ 7. Herstellung einer Divisorenbasis. 


Wir zeigen nun umgekehrt: wenn 


ee... 
= . . 


aln...bea,., 


ein endlicher, aus einer endlichen Anzahl von Punkten a,...b,... bestehender 


Divisor ist, dann gibt es eine Basis (7) von der Art, daß I»; 4 alle und 


nur ‘die Vielfachen von Q& (im Endlichen) umfaßt: ‚‚Basıs‘“ oder nach 
K. Hensel**) ‚„Fundamentalsystem‘‘ für den Divisor 2. Ist (7) eine zweite 
Basis von derselben Eigenschaft, dann ist notwendig (7) (n) und um- 
gekehrt. 

Wir gehen von einer beliebigen Basis (5) aus, welche aus Vielfachen 
von & (im Endlichen) besteht***) und behandeln nach K. Hensel die 
Stellen a@...b... der Reihe nach. 1. stellen wir bei a aus (£) ein äqui- 
valentes, &-dreieckiges spaltennormales System (£) her mit dem Schema 





*, aber i. allg. nicht aus den Vielfachen. 
**, Hensel-Landsberg a. a. O., 14. Vorlesung. 
*#**) daß es solche gibt, ist evident; s. ebenda S. 206. 
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BB 

GG, 1 ...0 

B.. 4 : / jedes r > jedes 4 
RR 


wo unten die Exponenten der Spaltenteiler angegeben sind. Dann gehen 
wir von (£) durch eine Reihe von n Schritten*) (von der letzten Spalte 


und Zeile beginnend) zu einem System (©) über, mit folgendem Schema 
der Anfangskoeffizienten — ‚Diagonalsystem‘“ — 


19... 
ol...®o 
(15.) .: 2 
008,...1 
inch, 


o soll bedeuten, daß nicht nur die Anfangskoeffizienten Null sind, sondern 


auch aHe folgenden Glieder beliebig weit. Es ist dabei Z=Z .‚P,P= (g,,) 
0, = 0 oder von der Form Const. (2—a)’, r ganze Zahl und P'= Const. 
(2 — rue Wenn eine oder mehrere Differenzen ,— 4,0 sind, gehört 
(©) also einer andern Klasse an als (£), besteht aus Vielfachen (im End- 
lichen) von Q& und hat die Eigenschaft, daß an der Stelle «a: 
(16.) Zeilenteiler = Spaltenteiler = Exponenten von 2 = 
Elementarteiler bis auf die Reihenfolge. 

2. Dasselbe führen wir der Reihe nach für jede Stelle von Q& durch. 
Ergebnis: ein System (9), bestehend aus Vielfachen von Q mit der Gestalt 
(15.) und der Eigenschaft (16.) an jeder Stelle von 2. 

3. Betrachten wir die Determinante von (9); sie hat die Gestalt 

199 | = Const. (2 — a)... (2 —b)*...(2— 0)’ ..., 
wo c als Repräsentant der (nicht in & vorkommenden) endlichen Stellen 
mit von Null verschiedener Ordnungszahl angeführt ist. Durch denselben 
Prozeß wie bei 1. gewinnen wir für c ein System von der Gestalt 


10...0 
A - 
(17.) : : 
80...1 
00...0 





*) s, ebenda, S. 209. 
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und erlangen, für alle c der Reihe nach so verfahrend, als Schlußergebnis 
eine Basis (7) von folgenden Eigenschaften: 


1. In 2 ist mit der Gesamtheit aller Vielfachen von & (im End- 
} 


lichen) identisch. 


von & mit nicht 


"Sa 


Denn wäre auch nur ein Vielfaches y bezw. 


ganzen rationalen Funktionen «u, durch die Basis darstellbar, so kommt 
man bei Betrachtung einer Stelle, wo mindestens ein v, nicht endlich 
ist, auf einen Widerspruch *). 

(18.) 2. |n7®|= Const. (.— a)F+,...(2—b)**... 

da der Übergang von (9) zu (n) durch eine Substitution P erfolgt 

mit der Determinante | P|= Const. (*—c)”.... 

3. An jeder endlichen Stelle sind 

Zeilenteiler = Spaltenteiler = Elementarteiler bis auf die Reihenfolge. 
Für die Stellen a...b...c... steht das bereits fest, ebenso für jede 

andere endliche Stelle, da hier notwendig alle Teilerexponenten gleich Null 
sind wegen 2. 

4. D ist größter gemeinschaftlicher Teiler der Funktionen des Moduls 


"2 
Für die Stellen a...b... ist das evident. Angenommen, es gäbe 
auch nur eine einzige davon verschiedene endliche Stelle c, wo alle Funk- 


tionen des Moduls durch {cd}, ... c4, ... ca} teilbar wären. Dann wäre der h-te 
Zeilenteiler an der Stelle ce d,>1 und F0,>0, was 2. widerspricht. 


$ 8. Ausgezeichnete Moduln. 


Es gibt also Klassen (X) von Basissystemen mit der Eigenschaft, 
daß-an jeder endlichen Stelle die Zeilenteiler bis auf die Reihenfolge mit den 
Elementarteilern übereinstimmen; eine solche Klasse wollen wir ‚‚ausgezeich- 


net‘‘ nennen, den zugehörigen Modul M = Ir i| einen „ausgezeichneten 


Modul“. Dann gilt das 





*) 8. ebenda S. 211 und den Beweis im Text $ 8. 
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Theorem I: Ausgezeichnete Moduln und endliche Divi- 
soren entsprechen einander umkehrbar eindeutig in der Weise 
MD, daß 1. D größter gemeinschaftlicher Divisor der 
Funktionen von M ist und 2. M aus der Gesamtheit aller 
Vielfachen von D besteht; u. zw. kann durch eine endliche 
Anzahl von Schritten zum Modul der Divisor und umgekehrt 
zum Divisor der Modul hergestellt werden. 

Das letztere wurde soeben gezeigt; es ist auch klar, daß verschiedenen 

9,,%2, verschiedene ausgezeichnete M,, M, entsprechen; denn aus ,—M, 

NM folgte, da D,,D, größte gemeinschaftliche Divisoren von M sind, 


9,=9,. Nun sei umgekehrt = Ir 2 ein ausgezeichneter Modul; wir 


bekommen den zugehörigen Divisor O, indem wir die Zeilenteiler an fol- 
genden Stellen notieren: 1.) bei den a,; 2.) an den endlich vielen Stellen, 
wo mindestens ein n{" eine negative Ordnungszahl hat; 3.) an den sonstigen 
Stellen, wo die Determinante |n{”| eine von Null verschiedene (positive) 
Ordnungszahl hat. Q ist wirklich größter gemeinschaftlicher Teiler von 
N; denn an allen von den genannten verschiedenen Stellen sind sämtliche 
Zeilenteiler d; gleich Null; wäre nämlich auch nur ein d,>0, so wäre 
20,>0, während andererseits stets ZJ, <d= 0 ist. Umgekehrt enthält 
M auch alle Vielfachen von 2. Denn wäre ein Vielfaches 9 von Q mit 
nicht ganzen rationalen Funktionen durch (n) darstellbar 
I ++”, 
so müßte es mindestens eine endliche Stelle z= g geben, wo die u eine 
Entwicklung haben 
Ci 

2—q 
und nicht alle c, gleich Null sind*). Schreibt man aber die Entwicklung 
von 7® und 9 nach Zeilen (14.) hin, so müssen die Gleichungen bestehen 


+ u, u, regulär 


u,= 





= dr 6, = 0 für = a ER: 


und diese haben keine andere als die Nullösung c,, da d., +0 ist. 
Wegen 


% 





*) Für einen Pol höherer Ordnung gilt die Sache um so mehr. 














164 Robert König, Riemannsche Funktionen- und Differential-Systeme in der Ebene. 


ist die ausgezeichnete Basis (n) an jeder endlichen Stelle, speziell 2 = g, 
nämlich zeilennormal. 

Schließlich leuchtet auch ein, daß verschiedenen M,,M, auch ver- 
schiedene 9,, 2, entsprechen; denn hätte man N>LA,M,—LD, so folgt, 
da M,,M, die Gesamtheit der Vielfachen von D darstellen, M, = M;. 

‚Was die Ideale für einen algebraischen Zahlkörper, leisten die ausge- 
zeichneten Basisklassen (Moduln) für eine Riemannsche Funktionenklasse. 
Die Komposition und Zerlegung der endlichen Divisoren, ıns- 
besondere die eindeutige Zerlegbarkeit in ‚„Primdivisoren“, 
überträgt sich unmittelbar auf die zugeordneten Moduln. Als Prim- 
divisor wird ein nur einen Punkt p enthaltender Divisor Q = Ipt:, p%,... . pir} 
bezw. — noch weiter zerlegt — ein Divisor der Form !p}, p3, ... Pi, -.- Pd} 
gelten. Auch eine Klasseneinterlung der letzteren ist nach den ver- 
schiedensten gruppentheoretischen Gesichtspunkten möglich, z. B. wenn 
alle Divisoren D-R — R= rationaler endlicher Divisor (R,R,...R%) — in 
eine Klasse vereinigt werden u. a. m. 


$ 9. Folgerungen. 


Aus der Gestalt (15.) des Koeffizientensystems erkennt man wie 
im algebraischen Fall*) und wie bei R. F. P. $9 den 
Satz 14: Ist 
ee... 


(19.) m ab 


ain,... bin... 
ein beliebiger Divisor, so gibt es stets Funktionen der Klasse, 
welche an den Stellen a,...b,... genaue Vielfache von I 
sind; insbesondere kommen also diereduzierten Exponenten 
(&1, &, ...a,) wirklich vor. 
Wählen wir speziell Q=1, so folgt 

Satz 15: Es gibt eine „Minimalbasis“ (£) = ($",... &) 
von (K); die Determinante von (£), die „Klassendiskriminante“ 
ist nach (18.) gleich 
(20.) D(1) = I (g— aJıtat tm ,.,,, 

wo das Produkt über alle Stellen «, zu erstrecken ist. 





*) s, Hensel-Landsberg, S. 126. 
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Hingegen ist für einen beliebigen endlichen Divisor & der Form (19.) 

von einer multiplikativen Konstanten abgesehen nach (18.) 
(21.) D(9) = D(1). II(z — a)“. ... (2— b)**.... 

d. h. Satz 16: Die Diskriminante eines beliebigen ausgezeich- 
neten Moduls zerfällt in das Produkt der Klassendiskrimi- 
nante und der Norm des zugehörigen Divisors. 























$ 10. Die Multipla von Q2. 


Der Begriff des Vielfachen erstreckte sich bis jetzt immer nur auf 
die endlichen Stellen, während das Verhalten der Funktion im Unendlichen 
gleichgültig war. Nun sollen aus dem, dem endlichen Divisor Q entsprechen- 
den Modul a-|n. i) diejenigen Funktionen ausgesondert werden, die auch 
im Unendlichen Vielfache von D sind, d. h. daselbst nicht negative Ord- 
nungszahl haben; wir verwenden dafür — um eine Unterscheidung zu 
haben — das Wort ‚„Multipla‘“‘ *). 

Es sei zunächst (5) (n) und spaltennormal für px, 1, >r >...>r, 
die Spaltenteiler von 9,59, ... 5m; ist r, die letzte nicht negative Zahl, 
dann bilden — wie man genau wie im algebraischen Fall zeigt*) — die 

N=(n+l)+.-.(n+1) 
Funktionen 


Em, zw, ac 
(22.) a v=1,2,...N 


Co, 2c®), Em z’»CP) 
ein vollständiges System linear unabhängiger Multipla von Q in dem Sinne, 


daß jedes Multiplum x von Q in eindeutiger Weise in der Form 
N 
g— s c,x, c, Konstante 


darstellbar ist**). 
Da (£) für p, spaltennormal ist und der n-te Determinantenteiler 
d nach (21.) daselbst gleich ist d=— (g+ Fa), so folgt die wichtige 





*) Vergl. hierzu Hensel-Landsberg, 15. Vorlesung $ 1. 

**) Diese Konstruktion ist von der Annahme, daß D ein endlicher Divisor ist, 
wie überhaupt von der Wahl der unabhängigen Veränderlichen gänzlich unabhängig. 
Wäre das erstere nicht der Fall, so brauchte man von vornherein letztere nur anders 
zu wählen. 
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Gleichung 
r.+n+..+r+r9q9=- ro =—(p+n-—]). 


$ 11. Die komplementäre Klasse. 


Wir betrachten jetzt die zu (K) komplementäre Klasse (X) mit 
den zu A, komplementären (kontragredienten) Substitutionen 4, (0=1,2,...). 


ef 


Es ist (K)=(K). Ist H eine Basis von (K), so ist 7 eine Basis von (K). 
Ist ferner He Z, so folgt H=Z; also folgt 
Satz 17: Die Basisklassen (Moduln) zweier zueinander 
komplementärer Klassen entsprechen einander wechselseitig: 
(A). (8). 
Diese selbstverständlichen Sätze müssen durch Betrachtung der 
Stellen a, ergänzt und vertieft werden. Für eine solche a hatten wir 


das System H=L-".H gewählt. 





wobei mit 
B, 2; B, 
B = B, B = B, 
ist u. zw. für (8.) 
z 1 
B, = e B, un e, 
1 
bezw. 
1 1 1 
r „ara 
le, 2 net 
B, = le, |: B,= a. 
1 
e 














+ Zeilen und Spalten. 
Nur in dem Falle also, daß B aus lauter eingliedrigen Ketten be- 


steht, hat mit B auch B die N ormalform; sonst muß B nach $1 durch 


eine Substitution 
T, 
T= T, | mit |T | +0 











in die Normalform 


B= T-BT 
übergeführt werden. Das kann speziell so geschehen: da in der Bezeich- 


nungsweise von $1 für die x-zeilige Substitution B, 


ri 5 FR . % T 1 = — 
y(u) = ylu)= (1 -) we. 
ist, kann als Lösung von 44x = 0 die Kette 


a a T, =(P,, Pr: ...P,) 
gewählt werden, wobei 








a I Ya 
0 
_ p1—2[* ni x+n—2 
(24.) Pı = : ‚ Prıı = 19 = a Mr A SE oe nr u 
0 (— 1)” 2-1)" 1 
1 s—1 1 
0 n=1,2, 
0 








wie durch vollständige Induktion leicht zu zeigen ist*)- 
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Festsetzung: Wir betrachten also neben (H, A) das System (H, H), 


wobev 


— 


im Fall I: H=4, H=H 


—. 


» „I: H=-H H=TH 


und T der obigen Bedingung entsprechend beliebig, aber fest gewählt ist. 





*) Mittels derselben zeigt man ferner, daß 
T7!= (4,%-ı, ... 9) 








u ER EEE EU 


u m BE a EB U ED O9 EB 
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Man hat 
a ‚sfI B=B 
ie - Ad, ir - Bil " ” — 
II. B= T"!BT 
und 
a > 1 
H=L"H H=L"H RR 
u: L=b7T; 


u 


Gehen wir umgekehrt von dem der Klasse (X) angehörenden System 


(H, H) aus und ist U eine Substitution derart, daß (im Fall II) 


U"BU=B, 
so wird 
[A] =H, # 1 1 ” a 
I. (T U)"A. 
Nur wenn also U=T-!=T gewählt wird — was möglich ist — kommen 


wir auch im Fall II zu H zurück. 


$ 12. Die Teiler des Systems (H, H). 


Wir untersuchen jetzt das Verhalten von (4, H) an einer Stelle a. 





Die Funktionen n bezw. & — wo die & aus den n analog wie die z aus 
den 4 (9.) entstehen — verhalten sich jetzt rein multiplikativ mit den Fak- 
toren — ... und gestatten daher eine Entwicklung 
n, bezw. 5 = ti P;(z — a) ((=1,2,...n) 

Indem wir unsere Aufmerksamkeit zuerst auf die Spalten des Systems 
richten, sei wie in $5 (13.) — abgesehen von den logarithmischen 
Gliedern — 

. m 

= er LA + s nr nr + 


und mindestens ein c;, 6;, für jede Spalte +0. 
Es gilt dann der 
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a 


Satz 18: Ist das System n an der Stelle a spaltennor- 







mal und sind r, die Spaltenteiler, dann ist das System  sen- 






falls spaltennormal und hat die Spaltenteiler —r,(k=1,2,...n). 

Wie man durch Ansetzen sieht, sind die c,, abgesehen von einer 

von Null verschiedenen Konstanten gleich C;, bezw. T'.C,,, wo (\,, das 

algebraische Komplement von c;, bedeutet, und daher wegen |T #0, 
cu) #0 die c,„ je für ein festes k nicht sämtlich Null. 

Daraus folgt in Verbindung mit Satz 5 und 6 — wie auch direkt 

gezeigt werden kann — 
Satz 19: Sind die Elementarteilerexponenten des Systems 















3 


= an der Stelle a gleich e,6,...€, so sind diejenigen von 


u gleich — e,, — 1: — 
Schließlich ziehen wir die Anordnung des Systems nach Zeilen in 


a 


Betracht und nehmen dabei an, daß = bei a zeilennormal sei und je für 


die Zeilen einer Kette die Zeilenteiler gleich seien. Man hat also (14.) 


edit, di, #0, 204, =d 


und z. B. wenn die ersten < Zweige eine Kette bilden 
a,= ze = .=dbzmr+ md, 
Von allen. ev. logarithmischen Gliedern abgesehen wird 


= rair.. = dt’ + ...; D,,= Alg. Kompl. von d,, 


und weiter für die x ersten Zweige, wenn der Kürze halber T7'= (r,,) 
,u=1,2,...x gesetzt wird, 





tt te Et dt + 
ng | 
, = (Eu dın - Tjg Apn + +. 0) dh L..= d,, a PR 


us f£. 
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Hierbei ist mindestens ein d,, # 0, da die n linearen homogenen’ Gleichungen 
d,=0,...d„=0 wegen Idi.| +0 nur die Nullösung (7,,=0,... 7, = 0,0,...0) 
haben könnten, was aber |7|#+0 widerspricht. Es gilt also der 


a 


Satz 20: Isi das System rn an der Stelle a zeilennormal 


und hat es die je für eine Kette gleichen Zeilenteiler ld, dann 


a 


ist das System = ebenfalls zeilennormal und hat die für 


eine Kette jeweils gleichen Zeilenteiler — d,*). 


Eine Basisklasse (m A) bezw. (2 #) oder den zugehörigen Modul 


—ü 


M bezw. M wollen wir einen Eigenmodul von (K) bezw. (K ) nennen, wenn 
für je eine Kette bei «a die Zeilenteiler gleich sind, ebenso einen Divisor 
mit Exponentengleichheit für die Punkte einer Kette einen ‚Eigendivisor‘‘ 


des Paares (K),(K). Es gilt dann das den Satz 17. vervollständigende 
Theorem II: Ist ein ausgezeichneter Eigenmodul von 


(K), dann istM ein ausgezeichneter Eigenmodul von (K) und 
umgekehrt; entspricht ferner M der Eigendivisor D, so ent- 


spricht M der Eigendivisor D! und umgekehrt. 
Der Beweis folgt unmittelbar aus den beiden vorhergehenden Sätzen, 
wenn man bedenkt, daß M an jeder endlichen Stelle zeilennormal sein 


muß. Führen wir jetzt die reduzierten Exponenten der Klasse (K ) ein, 
indem wir setzen 


(25.) w=—a+:, 0 < 4 <l im1,2,...n 
wo also &, gleich Null oder Eins ist, je nachdem der reelle Teil von o, 
gleich oder ungleich Null ist. Für die Glieder einer Kette sind die «, und 
daher die e, und «, gleich; der Divisor 


*) Die Voraussetzung über die Gleichheit der Zeilenteiler für je eine Kette ist durch- 
aus notwendig, da sich sonst i. allg. gar keine bestimmte Aussage machen läßt; höchstens 
in gewissen Fällen, z. B. bei spezieller Wahl von T (24.) und gleichzeitiger Annahme 


d, >, > :-->6,; dann werden die Teiler von = gleich —d, > — d,_1 > >. 
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(26.) 






worin das Produkt über alle Punkte «a, zu erstrecken ist, ist also ein „‚Eigen- 
divisor‘; wir nennen ihn den Verzweigungsdivisor der Klasse (X). 


Für die komplementäre Klasse (K) erhalten wir 3= 3, da auch = —@,+. 
















3 kommt also dem Klassenpaar (K),(K) zu. Jetzt kann das obige Theo- 


rem für die beiden ausgezeichneten Eigenmoduln RM = (m A) und 
NM (# 4 auch in der Form seinen Ausdruck finden 


H\_, 
an 
. >} 


_ 
(K): M- (##)=5 


(K): N = (m 
Theorem Ila: 


4 
3 


$ 13. Die Differentialsysteme. 
Zu jedem Riemannschen Funktionensystem Y= (Y,,...%,) gehört 


das System der Integrale / = f ydz bezw. Differentiale d/= ydz, welche 
ER 


auch unabhängig, analog wie in $ 1, charakterisiert werden können. Alles 
über die Funktionen ‚im Großen‘‘ Gesagte, Klasseneinteilung, Basis etc., 
überträgt sich ohne weiteres auf die Differentiale. Die Eigenschaften ‚‚im 
Kleinen“ beruhen auf folgender 





Definition: Ein Differentialsystem kur yan ide) 


der Klasse (K) heißt ein Multiplum des beliebigen Divisors 


D, wenn das Funktionensystem ( #) ein Multiplum von 


DW! ist; hierbei ist der Differentialdivisor 
N, 


Rn nn. \ 
(27.) Bm a). 





Zn 


und n, die Stelle, wo die unabhängige Variable auf dem 
Blatt K, unendlich wird. 
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Diese Definition ist unabhängig von der Wahl der unabhängigen 
Veränderlichen, wie man analog wie im algebraischen Fall zeigt*). Ist 9 
ein Eigendivisor, dann ist auch D-W”' ein solcher und umgekehrt, da ® 
ein solcher ist. 

Völlig analog wie in $10 kann jetzt die Aufgabe gelöst werden: 
ein vollständiges, linear unabhängiges System von Differentialen der 
Klasse (K) zu finden, welche Multipla eines beliebigen Divisors D sind. 

Derselbe kann ohne Einschränkung als ‚endlicher‘“ Divisor vor- 
ausgesetzt werden, da wir sonst nur die unabhängige Variable anders zu 
wählen brauchten. Wir stellen zunächst nach $7 ein Fundamentalsystem 


(n 2) von (K) für den Divisor Q-3”" her. Sei (£) = (n), spaltennormal 


für die unendlich ferne Stelle und die Funktionen (£) = (£®, 59, ... £®) so 
geordnet, daß , <r,<...<r. Wenn r, der erste Spaltenteiler > 2 
ist, dann bilden die Differentiale 

Cd d2,26"da2,... 2? dz 


CMdz2,26"dz,... 2n?imdz 
das gewünschte System**). Sind alle r, < 2, dann gibt es keine Multipla 
von dD. 

Insbesondere erhalten wir für Q=1 eine Basis für die „überall 
endlichen‘‘ Differentiale der Klasse (K). 

Wir merken schließlich noch folgenden Hifssatz an: Ist R der 
einer beliebigen rationalen Funktion R(z2) entsprechende Divisor — aus- 
führlich R= (R,R,...R) — so ist die Anzahl der linear unabhängigen 
Funktionen oder Differentiale, welche Multipla von Q oder D-R sind, gleich. 


$ 14. Der verallgemeinerte Riemann-Rochsche Satz. 
Sei Q ein beliebiger Eigendivisor von (X); p,(2=2,) eine endliche, 
von den a, und den sonst in Q& vorkommenden Punkten verschiedene 
Stelle. Wir setzen 


(28.) 2-2 —-2)=2: =D. 





*) S. Hensel-Landsberg, a. a. O., S. 274. 
**) Beweis wie im algebraischen Fall; s. Hensel-Landsberg, S. 297. 
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9, enthält alsdann die Stelle p, und ist ebenfalls — ebenso wie I — 
ein Eigendivisor von (K). Unter Zugrundelegung der unabhängigen Vari- 





abeln 2’ = konstruieren wir den O, entsprechenden Modul =: z |, das 


.——2ı 
System (F) = (3",... 2") sei für p, spaltennormal und so angeordnet, 


daß rn, >r>...>r,. Dann entspricht der der komplementären Klasse 


. 
a 
— 


(K) angehörende Modul E Ei nach Theorem Il a dem Divisor, = A7'-37", 


welcher ein Eigendivisor von (K), (X) ist. Dasselbe gilt von 9, 9, wenn 

wir analog zu (28.) setzen 

Poı | Por Ba 

(28°.) P=pn: PM: : - 
Pon bo. Pan 





Die Anzahl der linear unabhängigen Funktionen ( i) von (X), welche 


Multipla von & sind, heiße U. Sind alle »,<0, dann ist U=0. Ist da- 
gegen mindestens ein r,_0 und r, der letzte Spaltenteiler > 0, dann ge- 
winnen wir aus dem ersteren Modul in den Funktionen 








x £(1) £a) 
(29.) 22 (eo) 
zo 8 
’38—9 (2z—2,)'s! 


ein vollständiges, linear unabhängiges System von Funktionen (3 ‘) der 


Klasse (X), welche Multipla von Ö& sind, und es ist 
U=rn+tr+t.-+r, oder 
=. tr+-.-+r,trHtr tn 
wenn r, der letzte Spaltenteiler >0 ist. Sei nun V die Anzahl der linear 
unabhängigen Funktionen % 


(30.) (t. I) — L"Ü— der Klasse (K), 


welche Multipla von ® sind. Der zweite obige Modul liefert uns in ana- 
loger Weise ein vollständiges, linear unabhängiges System von solchen, 
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174 Robert König, Riemannsche Funktionen- und Differential-Systeme in der Ebene. 


und wir finden für V folgenden Wert, da die Spaltenteiler r, von (#) den 
, entgegengesetzt gleich sind: 

1. alle ,<0, alle r,> 0 Var. Fl 

NIE EPs DR 

> Den De 
Also ist stets 
U-Ventnt +. 
Nun ist aber, wenn q die Ordnung von 8, q, = g—n diejenige von D, be- 
zeichnet, nach (23.) 
Z1r=— ,- Z20 =—d+n— Zru 

und bei Einführung von p also 

(31.) U-V =—-qg—-p+1i. 
Aus dieser fundamentalen Gleichung ziehen wir verschiedene Folgerungen. 
Bemerken wir zunächst, daß die aus (30.) gebildeten Differentiale 





(tar) der Klasse (K) Multipla von VW, — D* sind und wegen 


fa 

(28.), (28°.) 
D.0*=1 

ist *). 

Setzen wir schließlich I* - nr. so daß auch 9:9*= 1 wird, 

re 

und erinnern uns an den Hilissatz am Ende von $ 13, so können wir das 
Theorem III. aussprechen: 


Seven (K), (K) zwei zueinander komplementäre Riemann - 
sche Funktionenklassen vom Geschlecht p und pP, D,D zwei 
zueinander reziproke Eigendivisoren von den Ordnungen 


q,—g; dann besteht zwischen den Funktionen ( £) von (K) 


und den Differentialen (tas2%) von (R), wobeit=-L-"8,1-L-"L, 


folgender Zusammenhang**): 


*) Vergl. R. F. P. $ 14. 
**, In den Differentialen können wir hierbei wieder 2 statt z’ einführen. 
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Die Anzahl U der linear unabhängigen Funktionen, welche 


Multipla von Q sind, vermindert um die Anzahl V der linear 
unabhängigen Differentiale, welche Multipla von D! sind, 
ist gleich 

(31°.) U-V/=—-p-gHl. 

Zusatz: Das Theorem besteht auch allgemein für zwei Eigen- 
divisoren mit dem Produkt D-D’ = rationaler Divisor*). 


$ 14. Reziprozitätstheoreme. 
Der Verzweigungsdivisor 3 von der Ordnung ; und der Difierential- 
divisor ® von der Ordnung w=;—2n waren Eigendivisoren von (K), (K). 


Für die Geschlechter p und » von (K) und (K) gilt aber 
p=Z2,—n+l1, = Era, —nH+l, 
und da nach (25.), (26.) 
ZSd=— EZo+j, 
so wird 
(32.) Pp+ = -2n—1)=w+2. 

Theorem IV. Die Geschlechter zweier zueinander kom- 
plementären Klassen ergänzen sich zu w+2, wenn w die 
Ordnung des Differentialdivisors des Klassenpaars be- 
deutet. 

Korollar: Haben insbesondere zwei zueinander kom- 
plementäre Klassen dasselbe Geschlecht p, so wird 

29» —2=m. 
Gehen wir auf die ursprüngliche Bedeutung der Gleichung (31.) und 
der Zahlen U, V zurück, wobei 2-9 —- ®-' und damit auch 2-9*= %;' 
wird, wenn A* = (2 — %,) ist, und bemerken wir, daß Y auch gleich der 


a 


Anzahl Ü* der linear unabhängigen Funktionen (£ ‘) von (K ) wird, 





Da 
*) Wählt man speziell Q = H \ ‚wo P.le=1,2,...e) & beliebige Punkte 
_ (par 
sind, so wird g=— ne und U-V=—p+ne+1=n(+1)—XIeo; das ist die 
Formel von Ritter, a. a. O., S. 193 unten für d=p=0; doch hat Kitter überhaupt 
eine ganz andere Definition des Multiplums und der Exponenten, so daß seine und die 
hier spezialisierte Formel überhaupt unmittelbar nicht verglichen werden können. 


23” 
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welche Multipla von &* sind, ferner daß für die Ordnungen 9,9* von 
8, D* gilt 
g+rg*= m; 
dann bestätigt man unter Beachtung von (31.), (32.) sofort das Bestehen 
der Gleichung 
2U+p+ga=2U"+D+g" 

oder ı. W. 

Theorem V. Sind D2,92* zwei beliebige Eigendivisoren 


der Klassen (K), (K) mit dem Produkt WW! oder WR und 


den Ordnungen q,9*, so bestehtzwischenden Funktionen($, ?) 


von (K) und den Funktionen (£ %) von (K) folgender Zu- 


sammenhang: die doppelten Anzahlen der linear unabhängi- 
gen Funktionenvon (K)bezw. (K), welche MultiplavonQbezw. 
D* sind, vermehrt um das Geschlecht von (K) bezw. (K) und 
die Ordnung von I bezw. D* sind einander gleich*). 

Für zwei komplementäre Klassen mit demselben Geschlecht p folgt das 


(33°.) Korollar (V*): U+ H =U*'+ £ 


Gleichung (31.) läßt sich aber auch umformen in eine Aussage über die 
Differentiale von (K) und (K), wenn man bedenkt, daß U auch gleich 


der Anzahl der linear unabhängigen Differentiale (: de bar von (K) ist, 


de 
welche Multipla von AW, sind. Bedenkt man, daß AW,- PR, = W, wird, 
so besteht — bei veränderter Bezeichnungsweise — folgende Gleichung 
(34.) ar +p+a=2"7+p+"g 
oder i. W. 
Theorem VI. Sind D,*D zwei beliebige Eigendivisoren 
der Klassen (K),(K) mit dem Produkt ® oder ®-®, so besteht 


zwischen den Differentialen (zaz &de) von (K) und den Diffe- 





*) Hierin, ebenso wie im folgenden Theorem, kann ®ß=®, statt W = MW, 
geschrieben werden, dd W=-W-R ist, 
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ä 
rentialen (taz, 2) von (K) folgender Zusammenhang: die 


doppelten Anzahlen der linear unabhängigen Differentiale 


von (K) bezw. (K), welche Multipla von D bezw. *D sind, 


vermehrt um das Geschlecht von (K) bezw. (K) und die 
Ordnung von D bezw. *D, sind einander gleich. 


Haben (X) und (K) dasselbe Geschlecht, so erhält man als 
(34) Korollar (VI): v+9=*7+ 4. 


Auf die zahlreichen Spezialisierungen und Folgerungen aus obigem 
Theorem, bes. hinsichtlich der Aufstellung von Elementar-Funktionen und 
und -Differentialen, Partialbruchzerlegung usw. kann hier leider der Kürze 
halber nicht eingegangen werden *). 


III. Abschnitt: Algebraischer Fall. 
$ 15. Spezialisierung von Z und QD. 

Es seien nun sämtliche A, (0 = 1, 2,... s) Vertauschungssubstitutionen. 
Dann ist (K) eine Klasse algebraischer Funktionen mit der Gruppe mit den 
Erzeugenden A, und zwareine irreduzible Klasse, wenn — wie stets im vor- 
hergehenden — (X) als nicht zerfallend vorausgesetzt wird. Die allgemeine 
Theorie soll jetzt auf diesen Fall angewendet und zwar gleichzeitig so spezi- 
alisiert werden, daß die gewöhnliche Theorie der algebraischen Funktionen 
und Differentiale herauskommt. 

Wir betrachten eine von den Stellen «a,, kurz «a mit der Substitution 


A und nehmen zunächst an, daß alle n Zweige daselbst einen Zyklus 
bilden, A also die Gestalt hat 


u”9%...0 

ER] ...d 
A= 

000...1 

098... 0 


Es wird in der Bezeichnung von $1 
ps) = vl) =" —1=(s—a)(s —e) ... (S— ©): 
2in(h—1) 
= e ” hel,...n—,n 





*) Ich komme in mehreren folgenden Arbeiten ausführlich darauf zurück. 
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Als Lösung von 
A,r= (, E— A)ı= 0 
wollen wir speziell diese wählen 
(35.) s=9= (Lo, &...&°). 
Dann wird durch die Substitution 
(36.) L= (9, P, ...9,) mit Z'= (g, 0, --. 9.) und 


(37.) pe E, ae a) 


nn n 
A ın die Normalform 


arg 
transformiert. Wir haben also nur eingliedrige Ketten, und es ist die Bedeutung 
von y=L!y festgelegt. %, ist multiplikativ mit dem Faktor e, und hat 


demgemäß eine Entwicklung der Gestalt *) 
h—1 


die reduzierten Exponenten sind 


= ——. 


N 
Umgekehrt erkennt man aus (35.), (36.), daß für „= Ly die Entwicklung 
in der Umgebung von z=a so lautet: 


1 
(38.) Yı= Yıt % +°'+ % - le) 
en er Yı un eeYe rar en Yn - ner) 


usw. 
Jetzt steht auch der Begriff fest: 
adı 


[73 
7 . . r 
Y Vielfaches von : bei a, 
i“ | aln 

n 


nämlich wenn 9; > 4, ist, bezw. für y, = (), A, beliebig. Andererseits nennt 
man die algebraische Funktion y ein Multiplum von %*, wo 9% auf der ge- 
schlossenen Riemannschen Fläche R, ein (n— 1) facher Verzweigungspunkt 
ist, falls in der Entwicklung von y, (38.) nach Potenzen der Ortsuniformi- 
sierenden die Potenzreihe mit einer Potenz > k beginnt. Den Zusammen- 
hang beider Definitionen vermittelt folgender 


*) Wenn es nicht identisch Null ist, was vorkommen kann. 
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Satz 21: Ist das System ri ein Multiplum des Divi- 





sorensystems 
er 
[® art 
. h 
(39.) : bezw — TEE 
la: Mn+1 
n . 
a, 





so ist y ein Multiplum von U" bezw. Y”+" und umgekehrt. 
Der Beweis folgt direkt durch Vergleichung der Reihenentwicklung 
von y, y an der Stelle a, wobei die Form von Z und L-' (36.) in Betracht 
kommt. Man erkennt also: der in der Lehre von den algebraischen 
Funktionen übliche Begriff des Multiplums ist nur ein Spezial- 
fall unserer allgemeinen Definition, indem man L wie oben wählt 
und nur „spezielle Divisorensysteme“ mit „= + —=4, =, bezw. 


„= +=M=4+1l,4,,=. = 4 = 4 zuläßt, und demgemäß sind auch alle 
darauf beruhenden bekannten Sätze nur Spezialfälle von den unsrigen*). 
Hängen — wie bisher angenommen — bei a nicht alle n Zweige 


zusammen, sondern zerfällt A in mehrere Vertauschungssubstitutionen von 


A=| 4”) „ 


dann wird A durch die Substitution 


n’,n” ... Zweigen, 


r 
(40.) L= | 1") wobei L’'A4’L’= B’ usw. 


in die Normalform 


transformiert. L”! zerfällt entsprechend, und es sind jetzt wieder die y; so- 


*) Andererseits erkennt man, daß eine Theorie, die nur Divisoren mit 

), == :.-=4, in Betracht zieht, zu.eng wäre, um die Einordnung des algebraischen 
Falles zu ermöglichen. 

*) Durch Wahl der Bezeichnung läßt sich erreichen. daß das Zerfallen in 

dieser einfachen Weise geschieht. 
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wie die reduzierten Exponenten «, und damit der Begriff des Multiplums 

bei a festgelegt. Es gibt wieder nur lauter eöngliedrige Ketten. Es wird 

"—1 n— ') _W 
n 2 2’ 

gleich der Hälfte der Verzweigungszahl w der Riemannschen Fläche, welche 

sich also als gerade Zahl herausstellt, und 








ZZa=-0+443+.. + = 22[ 


ZZa—n+1=5—n+1=p 


gleich dem Geschlecht der Riemannschen Fläche. 


8 16. Übertragung der Sätze und Theoreme. 


Wir suchen nun sämtliche Theoreme zu spezialisieren, indem 
wir die Übertragung der Sätze dem Leser überlassen. Diejenigen ausge- 
zeichneten Moduln, die bei der umkehrbar eindeutigen Zuordnung nach 
Theorem I auf spezielle Divisorensysteme und damit auf beliebige Divi- 
soren auf R, abgebildet erscheinen, nennen wir Spezialmoduln. Das Pro- 
dukt zweier spezieller Divisorensysteme ist jedoch im allgemeinen nicht 
wieder ein solches, und damit wird auch die am Schluß von $ 8 angedeu- 
tete Komposition hinfällig. Verstehen wir jedoch unter dem ‚Produkt‘ 
zweier Spezialmoduln &,, & — &, > 9, & > 9% -—, wo 9,9, beliebige Di- 
visoren auf R, sind, denjenigen Spezialmodul ©, welcher zu P=%9,%, ge- 
hört, so läßt sich auch für das engere Gebiet der Spezialmoduln eine Kom- 
position und eindeutige Zerlegbarkeit usw. erreichen. 

Gleichung (21.) liefert den Kroneckerschen Diskriminantensatz *). 

Um Weitläufigkeiten zu vermeiden, nehmen wir jetzt an, daß bei a 
nur ein Verzweigungspunkt n-ter Ordnung W liegt; der allgemeine Fall ist 
ja durch die Festsetzungen (40.) auch getroffen. 





Alsdann ist 
1 n—]1 
u, =0,,=-, u —, 
n n s 
n—]1 1 = — + 8, 
y=0,, = — ) et 


und dem System 


*) Vergl. Hensel-Landsberg, a. a. O., S. 219. 
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[ a 
1 ' 
= NH: 02 
3 
u 
entspricht nach Satz 21 richtig der reziproke Verzweigungsdivisor 
1 
_ - YA 
3 


der Riemannschen Fläche und damit ® auch richtig der Differentialdivisor 


der Riemannschen Fläche*). Für das System (Gi 2) besteht der zu 


(21.) analoge 
' Satz 22: Ist po ein Multiplum von (al,al,... a4) bezw. 
(tt; ad, a rn  aatı), so ist y ein Multiplum von 
A bezw. Y"+* und umgekehrt. 
Man überzeugt sich von der Richtigkeit wieder durch direkte Reihen- 


entwicklung von y und y an der Stelle .. Dann geht Theorem Ila über 
in den bekannten Satz bei den algebraischen Funktionen **), 

Auch für die Differentialsysteme muß der oben erklärte Begriff des 
Multiplums in Beziehung gesetzt werden zu dem bei den Abelschen Diffe- 
rentialen üblichen***): d/=ydz Multiplum von 2, wenn y Multiplum 
von D-W-! ist. Das gibt für eine Stelle a den 


Satz 23: Wenn das System (var, 22) ein Multiplum 


von (al,al,...al) bezw. von (al;adt',...Atl;akın... al) ist, dann 
ist ydz ein Multiplum von VW" bezw. AW”t* und umgekehrt. 
Analog erhält man für das komplementäre System den 


ide 


Satz 24: Wenn das System (va: Bir) ein Multiplum 


ja 


von (al, a,...al) bezw. (a1,...al_,; alti,.... alt!) ist, dann ist 


ydz ein Multiplum von W” bezw. U”+* und umgekehrt. 





*) s. ebenda S. 219 und S. 293. 
**) 8. ebenda S. 231. 
”**) gs, ebenda S. 296. 
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Beweis auf Grund der Definition durch Übergang von den Diffe- 
rentialen zu den Funktionen. Auf Grund dieser Sätze erkennt man, daß 
das T’heorem III in den gewöhnlichen Riemann-Rochschen Satz bei den 
algebraischen Funktionen übergeht *). 

Die Reziprozitätstheoreme liefern (IV.) 

2p —2=w#=j—2n=w-—2n, 
also den Zusammenhang zwischen Geschlecht der Klasse und Ordnung des 
Differentialdivisors. In V.* bezw. VI.* werden 9, 0* bezw. I, *D zwei 
beliebige Divisoren der Fläche mit dem Produkt 
2.Dr = WTI.NR bezw. 2-9 =- WR 
und U, Ü* bezw. V,*V die Anzahlen der linear unabhängigen Funktionen y 
bezw. Differentiale ydz, welche Multipla von diesen sind. VI* ist das 
(Verallgemeinerte) Brill-Noethersche Theorem. 


Schlußbemerkungen. 


Es ist eine wesentliche Erkenntnis, daß alle bisherigen Sätze über 
algebraische Funktionen (und ihre Differentiale) lediglich auf ihrer Klassen- 
ergenschaft beruhen. Aus ihrer Körpereigenschaft folgen jetzt noch weitere, 
neue Tatsachen, die sie vor den Funktionen einer beliebigen Klasse voraus- 
haben. Vergl. $19 der „R.F.P.“. 

Mit ihrer Aufstellung ist der Ring geschlossen. Es kann jetzt ein 
algebraisches Gebilde mit beliebigem Geschlecht p > 0 zugrunde gelegt und 
die Theorie der Riemannschen Funktionensysteme auf diesem entwickelt 
werden. Der Fall n= 1 wurde bereits vom Verf. erledigt **) ***), 


*) s. ebenda S. 304 (M). 

**) Arithmetische Theorie der verzweigten multiplikativen Funktionen und Diffe- 
rentiale, Crelles Journal Bd. 146 (1916) S. 171ff. 

***) Auf der in vorstehender Arbeit entwickelten arithmetischen Grundlage ist 
es mir gelungen, für die Riemannschen Funktionen- und Differentialsysteme eine ähn- 
liche tief eindringende und zum Teil noch umfassendere Theorie zu entwickeln, wie 
sie Weierstraß für die algebraischen Funktionen und ihre Integrale im 1. und 2. Ab- 
schnitt seiner klassischen Vorlesungüber „Abelsche Transzendenten“ (Ges. Werke Bd.IV.) 
gegeben hat. Vergl. das zusammenfassende Referat in meiner Note: „Weierstraß' 
Abelsche Transzendenten und ihre Weiterführung‘‘ (Berlin 4. Dez. 1917) in den Sitzungs- 
berichten der Münchener Akademie 1918. 


Berlin, 11. November 1916. 














Über die Approximation stetiger Funktionen 
Bernoullische Polynome. 
Von Herrn Otto Sedsz in Frankfurt a. M. 





Die Bernoullischen Funktionen 


Yılz), pe(t), 0. 


können bekanntlich durch die Reihenentwicklung 





a —] © s 
eu _ 1 el Zu -p,+1(%) 
definiert werden. Es ist*) 
yl2) =, 
ee g 
p:(%) 2 2° 
» 12 Tr 


„* 12 1 22 
var iaar 

2 1 1 2? . 
tan 


und allgemein 





n—1 
1.) pl) At Air te (9), 
wo 
(2.) 4=1, A=-5, Agırı = 0 (A=1,2,3,...) 
1-1B (Da ı 
ist; die Größen 
- Denk ra ı>1 
= zu „mi 5 (2A) (1 >]1) 


sind die Bernoullischen Zahlen. Die A, können nach und nach durch die 


ee 
A, A, An—ı 
th Ta-9! u a 


a werden. 


x) Vol. 2. B. D. Seliwanoff, Lehrbuch der Differenzenrechnung, Leipzig (1904), 





5. 40 ff. 


24* 


















O0. Szdäsz, Approximation stetiger Funktionen. 


Bekanntlich*) ist für Oo <z<1l und x» >1 





 , 
da ferner (vgl. (1.) und (2.)) 
(4.) Par+2(%) = Par+ı(%) 


ist, so erhält man**) für <>1 
(1)! 8 sin2»rn& 











(5.) Pax +ı(%) = 92x qu2r+1 1 y2x+1 
Man setze nun 
(6.) Px(2)= (Pula) + An) rn = Here 


(#x=1,2,3,...); 


» sin2vrrz 
(7) = (- Net.) = I 


1 





die Approximation einer Funktion durch Bernoullische Polynome ist offen- 
bar leicht zurückführbar auf die Approximation durch die Funktionen 
P(x), Q,(x). Mit dieser Approximierbarkeit hat sich Herr Müntz***) be- 
schäftigt. Ich beweise im folgenden zwei Sätze, von denen der erste im 
wesentlichen mit dem Müntzschen Resultate übereinstimmt, und benutze 
dazu eine Schlußweise, die ich bei ähnlichen Fragestellungen schon früher 
anwandte!) und die elementarer ist, als die von Herrn Müntz ver- 
wendete. Die beiden Sätze lauten: 

Satz I. Jede im Nullpunkt verschwindende, im abgeschlossenen Inter- 
vall <0, 4 >> stetige Funktion läßt sich durch lineare Aggregate einer beliebigen 
unendlichen Folge von Bern oullischen Polynomen geraden Grades gleichmäßig 
mit beliebiger Genauigkeit approximieren. 





*) Man vgl. z. B. Seliwanoff, a. a. O. S. 4647. 

**) Man vgl. auch P. Böhmer, Über die Bernoullischen Funktionen [Math. An- 
nalen Bd. 68, 1909, 5. 338—360], S. 360. — Correspondance d’Hermite et de Stieltjes, 
Bd. II, S. 395. Daselbst hat $,(x) die Bedeutung von n! gu+1(%). 

**) Ch. H. Müntz, Sur une proprist& des polynomes de Bernoulli [Comptes rendus 
hebdomadaires des s6ances de l’Acad. des Sciences, Paris, t. 158 (1914), p. 1864— 1866). 
Hier ist mit 9, unsere Funktion %s, bezeichnet. — Die Untersuchung weist eine 
Unstimmigkeit auf, die sich aber leicht beseitigen läßt. Der Satz des Herrn Müntz 
wird richtig, wenn darin das Intervall <0, 1>> durch das Intervall <0,4> ersetzt 
wird. Wie ich unten zeige, läßt sich dieses Intervall über 4 hinaus nicht vergrößern. 

t) Szdsz, a) Über die Approximation stetiger Funktionen durch lineare Aggre- 
gate von Potenzen [Math. Annalen Bd. 77, 1916, S. 482-496]. — b) Folytonos függ- 
venyek megközelitöse adott függvenysorozatböl k&pezett lineäris kifejezösekkel [Mathe- 
matikai & Physikai Lapok, Bd. XXV (Budapest, 1917), S. 1—21]. 














0. Szäsz, Approximation stetiger Fumktionen. 





Es sei 
yıl2)=r, Pn(®); Pr); er Pn,(R), ... 

eine unendliche Folge Bernoullischer Polynome, die sowohl unendlich viele 

Polynome geraden Grades, wie auch unendlich viele Polynome ungeraden 
Grades (darunter y,) enthält; dann läßt sich durch lineare Aggregate dieser 

Funktionen jede für © = 0 verschwindende, im Intervall <.0, 1>> stetige 

Funktion gleichmäßig mit beliebiger Genauigkeit approximieren. 


$&1. Beweis des Satzes I. 


Satz II. 


Die Reihe 
3: sin2vrx 
1 y? 





D,(@) = 
ist offenbar absolut und bei festem o in x gleichmäßig kenvergent, 


sobald R(e)>1 ist. (le) bedeutet den reellen Teil der komplexen 


Zahl oe.) 
Es sei nun f(x) eine samt ihrem Quadrate im Zebesgueschen Sinne in- 
tegrierbare Funktion; ” betrachte ne die Funktion 


F(e) - fie D (0) 2 = fie) )(2- zn) de, 


Wegen der gleichmäßigen sie darf man bekanntlich *) gliedweise 
integrieren und erhält 





F(e) = 2, 
wo 


C = /ita) sin2vrnxzdz (v=1,2,3,...). 


v 


0 
Offenbar verschwinden nur dann sämtliche c,, wenn f(x) = 0 ist (höchstens 


mit Ausnahme einer Punktmenge vom Maße Null). In jedem andern 
Falle gibt es zu der für R(e) >1 sicher konvergenten Dirichleischen Reihe 
2 ein 0, sodaß **) 

F(oe) +0 für o > o.- 


Nun ist 
D,+1(%) = Q,(2) für e=1,2,3,...; 


hieraus folgt, daß es keine samt ihrem Quadrate im Lebesqueschen Sinne 
integrierbare Funktion gibt, die im Intervalle <0,4> zu den Funktionen 





*) Man vgl. z. B. Enzykl. der Mathem. Wissenschaften, II A. 3. S. 144. 
**) Man vgl. z. B. E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der 


Primzahlen I (1909), S. 133—134. 












186 O0. Szdsz, Approximalion stetiger Funktionen. 


(8.) 9,2): Q.,(2), Rum 
orthogonal ist, wo A,, A, ... irgend eine unendliche Folge natürlicher Zahlen 
bedeutet. Das heißt, das Funktionensystem (8.) ist vollständig im Inter- 
vall <0,14>>. Dann ist aber bekanntlich*) in diesem Intervall jede stetige 
Funktion durch die Funktionenfolge (8.) im Mittel approximierbar. 

Wir haben hier durch Benutzung des bekannten Satzes über voll- 
ständige Funktionenfolgen und durch Anwendung eines Satzes über Dirichlet- 
sche Reihen Approximierbarkeit im Mittel bewiesen. Auf diese Beweis- 
führung wurde ich während eines Gespräches im Sommer 1914 von Herrn 
A. Haar aufmerksam gemacht. 

Es ist also möglich, zu irgend einer positiven ganzen Zahl p und 
zu einer beliebigen wesentlich positiven Zahl e die Konstanten a,,...,a, so zu 
bestimmen, daß 


” for +00, + +00, da<e. 


Dann ist aber in demselben Intervall durch die Funktionen 


(10.) yv,(&) = /Q,(2)dz, w,(%) = /Q,,(@) d2,... 


jede für x = 0 verschwindende stetige Funktion gleichmäßig approximierbar. 
Es ist nämlich 


‚Kp + Qt +a,Q, ())dr= + a, / Q.(%) dc+ +++ a9, z)dz; 
0 0 0 
hieraus folgt unmittelbar 


2 + al) + + ame < Spar + 09,0) + + 0, Q,,(2)|de. 
0 


Wenden wir nun auf den rechtsseitigen Ausdruck die bekannte Ungleichung 


*) Vgl. E. Fischer, Applications d’un th&or&me sur la convergence en moyenne 
[Comptes rendus hebdomadaires d. s&ances de l’Acad. d. Sciences. Paris, t. 144 (1907), 
p. 1148-1151]. Der Satz ist hier nur für Orthogonalfunktionen bewiesen, aber die 
Übertragung auf beliebige Funktionensysteme ist sehr einfach. — Man könnte auch 
mit Hilfe eines F. Rieszschen Satzes direkt von der Vollständigkeit des Systems (8.) 
auf die gleichmäßige Approximierbarkeit mit den Funktionen (10.) schließen; vgl. 
F. Riesz, Sur une espece de G&omeötrie analytique des syst&mes de fonctions sommables 
[Comptes rendus hebdomadaires d. seances de l’Acad. d. Sciences, Paris, t. 144 (1907), p. 
1409-1411], S. 1411. — Sur certaines systemes singuliers d’&quations integrales [Annales 
scientifiques de l’Ecole Normale Superieure, t. 28, 3° Serie, 1911, p. 33-62], S. 52. 











O0. Szdsz, Approximation stetiger Funktionen. 


f [an ara | 


an, so erhalten wir mit Beachtung der Ungleichung (9.) 
(11.) |+a,y(2)+ + +a,y,(2) <e für 0<2< 2. 


Da aber jede im Nullpunkt verschwindende stetige Funktion durch lineare 
Aggregate der Potenzen z,2*,... gleichmäßig approximierbar ist, so 
folgt hieraus unmittelbar die Approximierbarkeit durch das Funktionen- 
system (10.). 

Aus (11.) folgt nun mit Rücksicht auf (3.) bis (7.) 


++ a Par,+2(2) + 0 Par +2(2) <e, <<; 


[4 


WO G@y@,...,a, gewisse Konstanten bedeuten; hieraus erhält man für 
z=0 wegen ,(0) = 0 
u <EH 
also ist 
+ paar) tt par?) <2 3 0<:<;z 


Damit ist Satz I bewiesen. 

Bekanntlich gilt die Funktionalgleichung 

(12.) pl — 2) = 9,(2); 

hieraus folgt sofort, daß im Satz I die obere Grenze des Intervalles <.0, 1 > 
nicht vergrößert werden kann. Wenn aber die zu approximierende Funk- 
tion ebenfalls der Funktionalgleichung (12.) genügt, so gilt die für das 
Intervall <0,4>> bestimmte Annäherung ohne weiteres für das Inter- 
vall <0,1>. 

Genau so wie Satz I —_ sich durch Betrachtung der Funktion 


G(e) = ie (> © ur “| 


1, P, (x), P, (x), ... 
ein vollständiges Funktionensystem für das Intervall <0,4>> ist, wenn 
es nur unendlich viele Glieder enthält, und hieraus folgt, daß die Funk- 
tionenfolge 





daß 


T, P2,+1(2): Pax,+1 (x), ... 
eine Basis aller für z= 0 verschwindenden stetigen Funktionen im Inter- 


vall <0,4> ist. 











O0. Szäsz, Approximation stetiger Funktionen. 


$ 2. Beweis des Satzes II. 


Ich betrachte jetzt zu einer samt ihrem Quadrate im Lebesgueschen 
Sinne integrierbaren Funktion f(x) die Funktionen 


F.(e) = She ‚(2 u 
Flo) = fh (2 & | ie| 


Offenbar darf man hier ielbiheine integrieren en erhält 


(13.) Fo=2", Flg=&% 


yo? 








Re) >1. 





wobei 
: 
= / k«) sin2vnzde, b= / k«) cos2vnxdz („=1,8,8,...). 
ö . 


0 
Die Dirschletschen Reihen unter (13.) sind für X(o) > 1 sicherlich konvergent, 
wenn sie also nicht beide identisch verschwinden, so gibt es ein o,, sodaß 
für alle eg > e, mindestens eine der beiden Reihen von Null verschieden 
ist. Offenbar verschwinden aber nur dann beide Reihen identisch, wenn 
f(x) eine Konstante ist. In jedem andern Falle hat also mindestens eine 
der beiden Funktionen F,(e), Fs(e) nur endlich viele Nullstellen auf 
der positiv reellen Axe. Hieraus folgt mit Rücksicht auf die Formeln 
(3.) und (5.), daß die Funktionenfolge 
1, 9%,(2), Pax,(%); - +5 Peu,-ı(®), Par,-ıl®); --» 

vollständig ist im Intervall <0, 1>, wenn nur %,, % ..., Ay Ag... Zwei un- 
endliche, aber sonst beliebige Folgen natürlicher Zahlen bedeuten. Und 
hieraus erhält man durch eine analoge Schlußweise, wie in $ 1, bei Be- 
achtung der Formeln (3.) bis (6.) den Satz II. 

Es ist leicht, andere Funktionensysteme anzugeben, die ebenfalls 
die Eigenschaft haben, daß jede unendliche Teilfolge eine Basis in einem 
gewissen Intervall ist. So hat z. B. — wie man aus einem bekannten Satze*) 


leicht erschließt — das Funktionensystem 
+1 
Pal JR: FEHLER 


diese Eigenschaft für das Intervall <<0, 1>. 





. *) Man vgl. z. B. meine auf S. 184 zitierte Math. Annalen-Arbeit, $ 3. 








